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Einleitung

Der vorliegende Bericht enthalt eine ausfiithrliche Beschreibung der weiteren statistischen
Analysen, die im Rahmen der zweiten Projektphase vom Institut fiir Statistik und Wirt-
schaftsmathematik der RWTH Aachen fiir die TUV Rheinland Immissionsschutz und
Energiesysteme GmbH durchgefiihrt wurden.

Die grundsatzliche Problematik der statistischen Qualitdatskontrolle von Solarmodul-
Lieferungen, die sich fiir Betreiber von photovoltaischen Anlagen ergibt, wurde bereits de-
tailliert in [8] ausgefithrt. Deshalb erfolgt innerhalb dieser Einleitung eine Beschrankung
auf die Beschreibung der weiteren Untersuchungen, die sich als Folge aus der ersten
Projektphase ergeben haben.

Wie in [8] ausfiihrlich erldutert wird, sind im Zusammenhang mit der Auslieferung von
Solarmodulen grundsatzlich zwei Falle zu unterscheiden. In einem dieser beiden Falle
erhadlt der Betreiber einer PV-Anlage vom Hersteller zusatzlich zu seiner Lieferung eine
sogenannte Flasherliste, in der die individuellen Leistungen samtlicher gelieferten Module
angegeben sind.

Diese Flasher—Daten wirken sich in entscheidender Weise auf die fiir diesen Fall in [8]
entwickelten Entscheidungsregeln und die zugehorigen Priifplane aus. Deshalb kommt
der Frage nach der Verldsslichkeit der in den Flasherlisten angegebenen Solarmodul-
Leistungen eine hohe Bedeutung zu, und dementsprechend bilden die zugehorigen sta-
tistischen Analysen den Haupt—Schwerpunkt der aktuellen Untersuchungen.

Hierzu werden in den ersten beiden Kapiteln dieses Projektberichts die wichtigsten sta-
tistischen Verfahren, mittels derer die Verldsslichkeit der Angaben in den Flasherlisten
iiberpriift werden kann, ausfiihrlich hergeleitet und anhand von praxisrelevant gewahlten
Zahlenbeispielen veranschaulicht. Die Strukturierung des Projektberichts erfolgt hierbei
gemafl der grundsatzlichen Unterscheidung zwischen parametrischen Verfahren, die in
Kapitel 1 beschrieben werden, und nichtparametrischen Verfahren, die in Kapitel 2 be-
handelt werden.

Die Anwendung dieser Verfahren erfordert (ebenso wie die Anwendung der Priifpléne) je-
weils die stichprobenartige Kontrolle von Solarmodulen. Derartige Uberpriifungen sind
mit Kosten verbunden, die in der Regel mit zunehmendem Stichprobenumfang stei-
gen. Fiir die beiden wichtigsten statistischen Tests zur Uberpriifung der Verldsslichkeit
von Flasherlisten werden deshalb in den Abschnitten 1.3 bzw. 2.4 ausfiihrliche Untersu-
chungen des jeweils erforderlichen Stichprobenumfangs durchgefiihrt. Fiir eine Auswahl
praxisrelevant gewahlter Parameterkonstellationen sind am Ende dieser Abschnitte je-
weils Tabellen angegeben, welche die jeweils zugehoérigen Mindest—Stichprobenumfange
enthalten.
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Insbesondere im privaten Bereich werden haufig photovoltaische Anlagen betrieben, bei
denen die Gesamtzahl der enthaltenen Solarmodule im Bereich 100 bis 300 liegt. Fiir die
in [8] hergeleiteten Verfahren ergeben sich jedoch teilweise einschrdnkende Bedingun-
gen an den zugehorigen Chargen—-Ummfang, welche die Anwendbarkeit der zugehorigen
Priifpléne auf Solarmodul-Lieferungen dieser (geringen) GroBenordnungen nicht gestat-
ten.

Einen weiteren Schwerpunkt der aktuellen Untersuchungen bilden daher die Erstellung
geeigneter Verteilungsmodelle und die Entwicklung zugehoriger Entscheidungsregeln zur
stichprobenartigen Kontrolle der Modul-Leistungen unter Beriicksichtigung der zuvor
angegebenen Begrenzung fiir die Chargen—-Umféange. In Kapitel 3 dieses Projektberichts
wird ein entsprechendendes Verfahren hergeleitet und dessen Anwendung anhand pra-
xisrelevanter Zahlenbeispiele veranschaulicht.

Fiir die unterschiedlichen Situationen mit/ohne Vorliegen von Flasher-Daten bzw.
mit/ohne Annahme einer den Solarmodul-Leistungen zugrundeliegenden Normalver-
teilung wurden in [8] die zugehdrigen optimalen Entscheidungsregeln zu vorgegebenen
Qualitatsanspriichen hergeleitet. Mit Angabe des jeweils zugehdrigen Priifplans (n,c)
ist insbesondere der Umfang n fiir die stichprobenartige Uberpriifung der Solarmodule
innerhalb einer Lieferung festgelegt.

Bedingt durch das vorhandene Personal bzw. die mit der Uberpriifung von Solarmodu-
len verbundenen Kosten konnen Stichproben-Untersuchungen oftmals jedoch nicht in
hohem Umfang durchgefiihrt werden. Deshalb wird innerhalb von Kapitel 4 dieses Pro-
jektberichts die umgekehrte Fragestellung behandelt:

Ausgehend von ausgewdhlten (relativ geringen) Stichprobenumfangen, fiir welche die
praktische Durchfiihrbarkeit gewahrleistet ist, wird die hiermit jeweils erreichbare sta-
tistische Sicherheit im Sinne der zugehorigen Produzenten— bzw. Konsumentenrisiken
analysiert.

Hierzu sind in Kapitel 4 zahlreiche Annahme—Kennlinien (graphische Darstellungen der
zugehdrigen Annahme-Wahrscheinlichkeiten) angegeben, anhand derer sich fiir die je-
weils betrachtete Situation zu vorgegebenen Stichprobenumfidngen und vorgegebenen
Produzentenrisiken zugehorige Konsumentenrisiken unmittelbar ablesen lassen. Dies er-
moglicht eine Beurteilung der in diesem Sinne jeweils erreichbaren statistischen Relevanz,
die sich fiir die Anwendung der betreffenden Entscheidungsregel bzw. des zugehorigen
Priifplans ergibt.

Abschlieflend zu Kapitel 4 sind in Abschnitt 4.5 einige Empfehlungen fiir den Betrei-
ber einer Solarmodul-Anlage, die sich auf Grundlage der statistischen Ergebnisse dieses
Kapitels ableiten lassen, zusammengestellt.
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1 Parametrische statistische Analysen zur
Uberpriifung der Verliisslichkeit von Flasherlisten

Wie bereits in [8] ndher erldutert wurde, sind im Rahmen der Qualitdtskontrolle von
Solarmodul-Produktionschargen die folgenden beiden Szenarien grundsatzlich zu unter-
scheiden:

(1) Produktionscharge ohne Flasherliste

Der Betreiber der PV—-Anlage erhélt neben der angegebenen Nennleistung keine
weiteren Angaben iiber die Leistungseigenschaften der gelieferten Module.

(2) Produktionscharge mit Flasherliste

Der Betreiber der PV-Anlage erhalt neben der angegebenen Nennleistung eine
sogenannte Flasherliste, in der die individuellen Leistungen samtlicher gelieferten
Module angegeben sind. Diese Liste wurde vom Hersteller der PV-Module ange-
fertigt und basiert auf seinen Messungen.

Innerhalb dieses Kapitels wird ausschliefllich Szenario (2) betrachtet. Da die in der
Flasherliste vom Hersteller angegebenen Leistungen von den tatsédchlichen Leistungen
der Module abweichen kénnen (moglicherweise bewusst herbeigefiihrt), besteht Interesse
an statistischen Verfahren, mittels derer die Verlasslichkeit der Angaben in den Flasher-
listen iiberpriift werden kann. Derartige Verfahren werden in diesem Kapitel beschrieben
und anhand simulierter Solarmodul-Daten veranschaulicht.

Zur Uberpriifung wahlt der Konsument (Betreiber der PV—-Anlage) aus der Produktions-
charge eine Stichprobe vom Umfang n aus, fithrt seinerseits Test—Messungen an den aus-

gewdhlten Solar-Modulen durch und vergleicht seine gemessenen Leistungen P;,..., P,
mit den zugehdrigen Leistungsdaten Py,..., P/}
In der hier gegebenen Situation liegen mit P;,..., P, und PJ,..., P! sogenannte ver-

bundene Stichproben vor, d.h. Stichproben, die nicht als voneinander unabhéngig be-
trachtet werden konnen, da sich P, und P/ fiiri = 1,...,n jeweils aus Messungen an dem
selben Solarmodul ergeben.? Deshalb diirfen zum Vergleich der Messergebnisse Verfahren
wie z.B. der Zweistichproben—t—Test, welche die Unabhangigkeit der beiden Stichproben
voraussetzen, nicht angewandt werden.

1Zur Beschreibung der einzelnen Szenarien bzw. der enstprechenden statistischen Modelle werden —
soweit vorhanden — die gleichen Bezeichnungen wie in [8] verwendet. Der Einfachheit halber wird hier-
bei hinsichtlich der Bezeichnungsweise nicht zwischen Modellvariablen (Zufallsvariablen) und zugehdrigen
Messwerten (Realisationen der Zufallsvariablen) unterschieden.

2Bei Zugrundelegung der statistischen Modelle aus den Abschnitten 4 bzw. 5 in [8] ergibt sich die
stochastische Abhéngigkeit von P; und P/ fiir i = 1,...,n unmittelbar aus einfachen Korrelationsberech-
nungen.
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1.1 t—Test zum Vergleich von Flasher—Daten und
Labor—Stichprobe unter Normalverteilungsannahme

Es bezeichne yj den Erwartungswert der vom Konsumenten (Betreiber der PV-Anlage)
gemessenen Leistungen P;,..., P, und ur den Erwartungswert der zugehdrigen vom
Modul-Hersteller gemessenen Leistungen P;,..., P, (Messwerte aus der Flasherliste).
Zum Vergleich der beiden Erwartungswerte 5 und pp wird ein geeigneter statistischer
Test durchgefiihrt.

Da hier verbundene Stichproben vorliegen, wird dieser Test auf die Differenzwerte
Dy=pP -P,...,D,=P,— P,
angewendet. Hierzu wird die folgende Modellannahme getroffen:

(M1) Die Differenzen D; = P, — P/,...,D,, = P, — P/ sind stochastisch unabhingig
und jeweils N(up,o%)-verteilt. Hierbei sind up = px — pur € R und op > 0
jeweils unbekannt.

Bemerkungen zu der Modellannahme (M1):

(1) In dem hier betrachteten Modell muss die Normalverteilungsannahme lediglich fiir
die Differenzwerte D, = P, — P, ..., D, = P, — P/, nicht jedoch fiir die einzelnen

n?

Stichproben Py, ..., P, bzw. P|, ..., P erfiillt sein.

(ii) Die in [8], Abschnitt 4 getroffenen Modellannahmen implizieren die hier formu-
lierte (schwéachere) Modellannahme (M1), denn mit den Bezeichnungen aus [8],
Abschnitt 4 gilt fiiri =1,...,n:

P—P =Ti+r—(IL+A+7) = -A + r, — i ~ N(=A,2w)
~N—  ~
~N(0,w) ~N(0,w)

Somit ist in diesem Fall (M1) mit up = —A und o% = 2w erfiillt.

In der gegebenen Situation soll lediglich die Abweichung der beiden Erwartungswerte jux
und pr voneinander statistisch iiberpriift werden. Somit betrachten wir das Testproblem
mit den folgenden Hypothesen (zum Sollwert py = 0):

(i) Ho: up=0 <= ux=pr gegen Hi: up#0 < ux # ur,
(11) HQZMD§O<:>[LK§[LF gegen H1Z/LD>O<:>[LK>,MF,
(iii) Hy: up>0 <= ux>pur gegen Hy: pup<0 <= pug < pp.

Den einzelnen Test—Situationen entsprechen die folgenden praktischen Fragestellungen:
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Mit den Hypothesen aus (i) wird {iberpriift, ob die beiden Erwartungswerte py und up
iiberhaupt voneinander abweichen, ohne hierbei eine Abweichungsrichtung festzulegen.
Diese Test—Situation entspricht der des ,neutralen Beobachters”, der daran interessiert
ist, wie genau die Flasherlisten-Angaben mit den tatséchlich (im Labor) gemessenen
Leistungen der PV-Module iibereinstimmen.

Demgegeniiber wird anhand der Alternativ—Hypothese H; aus (iii) statistisch iiberpriift,
ob der Erwartungswert pjy geringer als der Erwartungswert ppr ausfallt. Diese Test—
Situation behandelt somit die aus Sicht des Konsumenten interessierende Fragestellung,
ob die Konsumenten—Messwerte signifikant geringer als die Flasherlisten—-Messwerte aus-
fallen.

Test—Situation (ii) schlieflich behandelt die umgekehrte Fragestellung, ob die vom Kon-
sumenten gemessenen Leistungen signifikant héher sind als die Flasherlisten—Messwerte.
Diese Position konnte vom Vertreiber der PV-Module eingenommen werden, wenn er sta-
tistisch nachweisen will, dass die wirklichen Leistungen der PV-Module sich tendenziell
sogar oberhalb der Angaben auf der Flasher—Liste bewegen.

Da die Differenzen D, ..., D, gem3f der Modellannahme (M1) normalverteilt sind, kann
zum Vergleich der beiden Erwartungswerte ux und pupr der Einstichproben—t—Test auf
die Differenzwerte angewendet werden. Die zugehorige Teststatistik ist gegeben durch

(L1) T, = a2
Sn
mit
S I & — 2
(1.2) DH_E;Di und S, = n_llz:;(Di—Dn) .

(Gema8 der zuvor fomulierten Hypothesen wird hier der Einstichproben—¢—Test jeweils
zum Sollwert 1o = 0 durchgefiihrt.)

Aus der Testtheorie ist bekannt, dass die Teststatistik 7, unter der Nullhypothese
Hy : up = 0 der (zentralen) t—Verteilung mit Freiheitsgrad n — 1 gentigt. Hieraus ergeben
sich zu vorgegebenem Signifikanzniveau o € (0, 1) fiir die zuvor formulierten Hypothe-
senpaare die folgenden Entscheidungsregeln:

(i) Ablehnung von Hy: pup =0 fiir |T,| > tp_11-a/2,
(ii) Ablehnung von Hy: pup <0 fiir T, > t,11-q,
(iii) Ablehnung von Hy: pup >0 fiir T}, < —tp_11-a =th—1.0-

Hierbei bezeichnet ¢, , fiir ¢ € (0,1) das ¢—Quantil der (zentralen) {—Verteilung mit
Freiheitsgrad n — 1.2

3In Abschnitt A.2 des Anhangs ist eine Tabelle mit Quantilen ¢, , fiir ausgewihlte Freiheitsgrade k € N
und ausgewahlte ¢ € (0, 1) angegeben.
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Beispiele:

(1)

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_1000_20_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_1000_20_LS.dat

Shapiro-Wilk-Test zur Uberpriifung der Normalverteilungsannahme
fir die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe:

p—Wert = 0.342 .

Aufgrund dieses p—Wertes konnen die Differenzen als normalverteilt angesehen
werden.

Anwendung des Einstichproben—t—Tests zu den Hypothesen (i) auf S. 6 zum Ni-
veau o = 10% (mit n = 20):

D,
’Tn’ = \/ﬁ|5'—‘ = 0682 S 1729 = tn—l,l—a/Q .
Somit wird die Nullhypothese Hj : up = 0 <= uyx = pr nicht verworfen, d.h.:

Zum gegebenen Niveau o = 10% unterscheiden sich die Labor—Messwerte nicht
signifikant von den Flasherlisten—Angaben.

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_2000_25_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_2000_25_LS.dat

Shapiro-Wilk-Test zur Uberpriifung der Normalverteilungsannahme
fiir die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe:

p—Wert = 0.457 .

Aufgrund dieses p—Wertes kénnen die Differenzen als normalverteilt angesehen
werden.

Anwendung des Einstichproben—t—Tests zu den Hypothesen (iii) auf S. 6 zum
Niveau oo = 10% (mit n = 25):

D,
T, = Vingh = —2776 < ~1318 =ty 10 -

Somit wird die Nullhypothese Hj : up > 0 <= ux > ur verworfen, d.h.:

Zum gegebenen Niveau o = 10% fallen die Labor—Messwerte signifikant geringer
als die Flasherlisten—-Angaben aus.
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1.2 Zweiseitige Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert
der Differenzen von Labor—Stichprobe und Flasher—Daten
unter Normalverteilungsannahme

Die in Abschnitt 1.1 vorgestellten Tests zum Vergleich der Erwartungswerte px und
1r bieten prinzipiell zwel mogliche Ergebnisse: Die Ablehnung bzw. Nicht—Ablehnung
der jeweiligen Nullhypothese. Hierbei ist anhand der getroffenen Entscheidung nicht
abzulesen, wie hoch jeweils die Abweichung px — pup ausfallt.

Um Informationen iiber die Lage der beiden Erwartungswerte px und pp zueinander
bzw. iiber die Lage der Differenz pyx — pup zu gewinnen, kénnen (zweiseitige) Konfi-
denzintervalle fiir die Differenz jj — pp bestimmt werden. Innerhalb dieses Abschnitts
erfolgt die Berechnung derartiger Konfidenzintervalle unter der bereits in Abschnitt 1.1
betrachteten Normalverteilungsannahme fiir die Differenzwerte:

(M1) Die Differenzen Dy = P, — P|,...,D,, = P, — P, sind stochastisch unabhéngig
und jeweils N(up,o?)-verteilt. Hierbei sind up = px — pur € R und op > 0
jeweils unbekannt.

Unter der Modellannahme (M1) ist ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir die Erwar-
tungswert—Differenz up = p — ur zum Konfidenzniveau 1 — o mit o € (0,1) gegeben
durch

= Sn = Sh
(1.3) |:Dn —ln-11-a/2 % s D+t _11-a2 %}
mit

"o n—13

Hierbei bezeichnet wiederum ¢, ,, fiir ¢ € (0,1) das ¢—Quantil der (zentralen) t—Ver-
teilung mit Freiheitsgrad n — 1.4

Das Konfidenzniveau (die Uberdeckungswahrscheinlichkeit fiir das Intervall) 1 —  ist
hierbei so zu interpretieren, dass sich bei wiederholter (haufiger) Anwendung des Ver-
fahrens in (1 — «) 100 % aller Falle basierend auf den Daten ein Intervall ergibt, welches
die (unbekannte) Differenz px — pupr beinhaltet.

“In Abschnitt A.2 des Anhangs ist eine Tabelle mit Quantilen ¢y, , fiir ausgewahlte Freiheitsgrade k € N
und ausgewahlte ¢ € (0, 1) angegeben.
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Beispiele:

(i)

(ii)

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_1000_20_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_1000_20_LS.dat

In Beispiel (i) auf S. 8 wurde bereits festgestellt, dass die Differenzwerte der bei-
den Stichproben aufgrund des berechneten p—Wertes als normalverteilt angesehen
werden konnen.

Damit ergeben sich gemaf (1.3) zu den vorgegebenen Konfidenzniveaus die
folgenden (zweiseitigen) Konfidenzintervalle fiir die Erwartungswert—Differenz

KD = Kk — HF:

Konfidenzniveau Zugehoriges zweiseitiges Konfidenzintervall
1—a=90% [—0.210, 0.485]
1—a=95% [—0.283, 0.558]

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_2000_25_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_2000_25_LS.dat

In Beispiel (ii) auf S. 8 wurde bereits festgestellt, dass die Differenzwerte der bei-
den Stichproben aufgrund des berechneten p—Wertes als normalverteilt angesehen
werden konnen.

Damit ergeben sich gemaf (1.3) zu den vorgegebenen Konfidenzniveaus die
folgenden (zweiseitigen) Konfidenzintervalle fiir die Erwartungswert—Differenz

UD = M — HF:

Konfidenzniveau Zugehoriges zweiseitiges Konfidenzintervall

1—a=90% [—3.304, —0.784]

1—a=95% [—3.564, —0.524]
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1.3 Bestimmung des erforderlichen Stichprobenumfangs
fiir die t—Tests aus Abschnitt 1.1

Die Anwendung der in Abschnitt 1.1 beschriebenen statistischen Tests setzt jeweils die
Erhebung einer Stichprobe von Solarmodulen aus der betreffenden Produktionschar-
ge voraus. Im Hinblick auf ¢konomische Aspekte sollte der Umfang dieser Stichprobe
moglichst gering sein. Dem steht entgegen, dass anhand der vorgestellten statistischen
Tests Abweichungen zwischen Labor-Stichprobe und den zugehodrigen Flasher—Daten
umso besser aufgedeckt werden kénnen, je hoher der zugehodrige Stichprobenumfang ist.

Ziel dieses Abschnitts ist deshalb die Herleitung von Mindest—Stichprobenumfangen, die
erforderlich sind, um anhand der statistischen Tests aus 1.1 Abweichungen zwischen den
Erwartungswerten ux und pupr um eine vorgegebene Toleranz § > 0 mit einer vorgegebe-
nen (grofen) Mindestwahrscheinlichkeit zu entdecken.

Innerhalb dieses Abschnitts erfolgt die Bestimmung der erforderlichen Stichprobenum-
fange unter der folgenden, bereits in 1.1 und 1.2 betrachteten Modellannahme:

(M1) Die Differenzen Dy = P, — P|,..., D, = P, — P/ sind stochastisch unabhéngig

und jeweils N(up,o?%)-verteilt. Hierbei sind up = pux — pur € R und op > 0
jeweils unbekannt.

Fir up € R erhélt man folgende Darstellung der Teststatistik 7}, aus (1.1):

D, —
Y R
(1.5) T, = \/ﬁS_" — CTDS oD

0D

Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ist bekannt, dass die Teststatistik 7;, unter Pupo2s
d.h. bei Vorliegen der Parameter up € R und op > 0, gemaB der nichtzentralen
t—Verteilung t,_; x(.,) mit Freiheitsgrad n — 1 und Nichtzentralitdtsparameter

(1.6) Mup) = vn Z_i

verteilt ist.?

Es bezeichnen F,_,, die Verteilungsfunktion von ¢,_;, fir A € R und ¢,_,,, das
¢—Quantil von ¢,_; ) fiir A € Rund ¢ € (0,1). Weiter bezeichne wie in den beiden vorheri-
gen Abschnitten ¢, , = t,,_1 0, das ¢—Quantil der (zentralen) t—Verteilung ¢,_1 = t,,_1
fiir g € (0,1).

®Man vgl. hierzu [6], Ch. 31 sowie [8], S. 11/12. Da hier nur der Parameter up variiert, wird in der
Bezeichnung des Nichtzentralitdtsparameters auch nur diese Abhéangigkeit zum Ausdruck gebracht.
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Wir betrachten zundchst den einseitigen Einstichproben—t—Test zu den Hypothesen
(iii) Hp: pup >0 <= puxg >pur gegen Hy: up <0 <= ug < ur,

der die aus Sicht des Konsumenten interessierende Fragestellung, ob die Konsumenten—
Messwerte signifikant geringer als die Flasherlisten—-Messwerte ausfallen, statistisch tiber-
priift.

Das Ziel besteht darin, den Mindest—Stichprobenumfang n so festzulegen, dass durch
diesen statistischen Test bei vorgegebener Toleranz 6 > 0 und vorgegebenem 3 € (0, 1)
eine Abweichung

pp < =0 = g < pp —0

mit einer Wahrscheinlichkeit, die mindestens 1 — 3 betragt, als signifikant festgestellt
wird.® Gem3a8 der Entscheidungsregel (iii) auf S. 7 wird bei vorgegebenem Signifikanzni-
veau « € (0,1) die Nullhypothese Hy : pup > 0 abgelehnt und hiermit eine Abweichung
i < pp als signifikant festgestellt, falls 7, < —t,_11-, gilt. Somit ist der Mindest—
Stichprobenumfang n so zu wahlen, dass fiir up < —0 folgende Ungleichung erfiillt ist:

(17) 1- 6 < ]P)MD,J% (Tn < _tnfl,lfa) = n—l,)\(up)(_tnfl,lfa) .

Aus der Definition der nichtzentralen t—Verteilung folgt unmittelbar, dass die zugehorige
Verteilungsfunktion monoton fallend im Nichtzentralitdatsparameter ist. Es gilt daher:

Fn—l,)\(uD)(_tn—l,l—a) > Fn—l,/\(—6)<_tn—1,1—a) fir alle KD < —0 .

Somit ist (1.7) fiir alle up < —§ erfiillt, falls gilt:”

1= < Foaneo)(—thoii—a) = 1 = Foog o) (tn-11-a) <=

(16)
(18) anl,)\((S)(tnfl,lfa) = anl,f/\(f(S)(tnfl,lfa) < ﬁ

Mit Hilfe von Statistik—Softwaresystemen wie beispielsweise R oder SAS lassen sich auch
zu nichtzentralen t—Verteilungen Funktionswerte der zugehorigen Verteilungsfunktion
berechnen. Sofern also die Nutzungsmoglichkeit eines derartigen Programms besteht,
lasst sich der erforderliche Mindest—Stichprobenumfang fiir die gegebene Test—Situation
mittels (1.8) exakt bestimmen:®

Man {iberpriift innerhalb einer Schleife liber aufsteigende natiirliche Zahlen jeweils, ob
die Bedingung (1.8) erfiillt ist. Das kleinste n, welches dieser Bedingung gentigt, ist der
gesuchte Stichprobenumfang.®

6In der vorliegenden Situation gibt 3 die maximal zugelassene Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art des
statistischen Tests fiir die betreffenden Parameter an, d.h. die maximale Wahrscheinlichkeit, mit der die
Nullhypothese Hy fiir up < —¢ félschlicherweise akzeptiert wird.

"Die erste Gleichheit folgt aus den Symmetrie-Eigenschaften der nichtzentralen t—Verteilung bzgl. des
Nichtzentralitdtsparameters; man vgl. hierzu z.B. [6], Ch. 30, Sec. 5.

8In SAS stehen ab Version 9 die Prozeduren POWER und GLMPOWER zur Verfiigung, mittels de-
rer die jeweils erforderlichen Stichprobenumfange fiir zahlreiche Situationen unter Eingabe der {ibrigen
Parameter jeweils direkt bestimmt werden kénnen.

9Nach diesem Verfahren wurden mittels R die Stichprobenumfinge in der Tabelle zu den Beispielen (a)
auf S. 21 berechnet.
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Fiir den Fall, dass kein Programm zur Verfiigung steht, mittels dessen Verteilungsfunk-
tionswerte nichtzentraler t—Verteilungen berechnet werden kénnen, wird nachfolgend ei-
ne approximative Bestimmung des erforderlichen Mindest—Stichprobenumfangs beschrie-
ben. Zundchst erhdlt man durch dquivalente Umformung von (1.8):

(1.9) th-t1-a < F, ) 5 (B) = tacine)s

Zur Bestimmung des erforderlichen Stichprobenumfangs in der gegebenen Situation ist
die folgende Approximation des -Quantils ¢, ; )3 der nichtzentralen ¢—Verteilung
tn—1,7(s) ausreichend:!°

o

1.6
(110) tn—l,A(&),ﬂ ~ tnflﬁ + )\((S) (:) —tnflylfg + \/ﬁ 0'_
D

Aus (1.9) und (1.10) erh&lt man schlieflich:

0
tn—l,l—a < _tn—l,l—ﬁ + \/EO_— <
D

)
Vn— > ty11-a+tn-11-5 —
0D

2
g 2
(1.11) n > 5—5’ (tn11-a +ta1,1-5)

Da die rechte Seite dieser Ungleichung iiber die Freiheitsgrade der ¢—Quantile ¢,_; 1
und ¢,,_1 ;- ebenfalls noch von n abhéngt, ermdglicht (1.11) noch nicht die (direkte) Be-
stimmung des erforderlichen Stichprobenumfangs. Nun gilt aber die folgende Monotonie—
Beziehung zwischen den Quantilen der Normal- und der (zentralen) {—Verteilung:

0 <wuy, <t, firalle ¢€[0.5,0), keN.

Hiermit ergibt sich aus (1.11) — unter Anwendung der Approximation (1.10) — fiir
iibliche Fehlerwahrscheinlichkeiten «, 5 € (0,0.5] die folgende untere Schranke fiir den
zu bestimmenden Stichprobenumfang:

2
(1.12) ng = H—g’ (u1a+u1ﬂ)2-‘ .

Entsprechend der zuvor beschriebenen Vorgehensweise zur exakten Bestimmung des er-
forderlichen Stichprobenumfangs {iberpriift man zur approximativen Bestimmung aus-
gehend vom Startwert ny aus (1.12) innerhalb einer Schleife iiber aufsteigende natiirliche
Zahlen jeweils, ob die Bedingung (1.11) erfiillt ist. Das kleinste n, welches dieser Bedin-
gung geniigt, ist der gesuchte Stichprobenumfang. Insbesondere fiir gréflere Stichprobe-
numfinge wird n, selbst oftmals schon ein sehr guter Ndherungswert sein'!. Dies zeigen
auch die Beispiele auf S. 21.

10Vgl. hierzu z.B. [1], S. 58 bzw. [7], S. 78.
Naufgrund der Konvergenz der (zentralen) t—Verteilung gegen die Standard—Normalverteilung mit wach-
sendem Freiheitsgrad
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Im weiteren Verlauf wird gezeigt, dass sich fiir den einseitigen Einstichproben—t—Test zu
den Hypothesen

(11) H[):HJDSO<:>,UK§,UF gegen H11,LLD>O<:>,[LK>,LLF

der gleiche Mindest—Stichprobenumfang n wie fiir die zuvor behandelte Test—Situation
mit den Hypothesen (iii) ergibt.

In diesem Fall besteht das Ziel darin, den Mindest—Stichprobenumfang n so festzulegen,
dass durch den statistischen Test bei vorgegebener Toleranz ¢/ > 0 und vorgegebenem
B € (0,1) eine Abweichung

Up = 0 <= g = pp+0

mit einer Wahrscheinlichkeit, die mindestens 1 — 3 betragt, als signifikant festgestellt
wird.'? Gemaf der Entscheidungsregel (ii) auf S. 7 wird bei vorgegebenem Signifikanzni-
veau « € (0,1) die Nullhypothese Hy : up < 0 abgelehnt und hiermit eine Abweichung
ur > pp als signifikant festgestellt, falls 7, > t,_11_, gilt. Somit ist der Mindest—
Stichprobenumfang n so zu wahlen, dass fiir up > § folgende Ungleichung erfiillt ist:

(113) 11— ﬁ < ]P)MD,U%) (Tn > tn—l,l—a) =1- anl,/\(yD)(tn—l,l—a) .

Analog zu vorhin folgt mit der Monotonie der zugehorigen Verteilungsfunktion im Nicht-
zentralitdtsparameter fiir yup > 9:

11— anl,)\(,uD)(tn—l,l—a) Z 1— anl,)\(é) (tn—l,l—a) .
Somit ist (1.13) fiir alle up > § erfiillt, falls gilt:
1-08 < 1-=Fo(th-11-0) =
(114) Fn—l,)\(5)<tn—1,1—a> S ﬁ

Da die letzte Ungleichung mit der Ungleichung (1.8) iibereinstimmt, ergibt sich (abhéngig
von der verwendeten Methode) fiir die hier betrachtete Test—Situation der gleiche Min-
dest—Stichprobenumfang wie fiir den Einstichproben—t—Test zu den Hypothesen (iii).

Insbesondere ist auch in diesem Fall — unter Anwendung der Approximation (1.10) —

durch
o2
(1.15) ng = ’V_D (ul—a + ul—ﬁ)Q-‘

eine untere Schranke fiir den zu bestimmenden Stichprobenumfang gegeben, die wieder-
um in vielen Fallen schon einen sehr guten Naherungswert liefert.

12 Auch in diesem Fall gibt 3 wiederum die maximal zugelassene Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art des
statistischen Tests fiir die betreffenden Parameter an, d.h. die maximale Wahrscheinlichkeit, mit der die
Nullhypothese Hy fiir up > 0 félschlicherweise akzeptiert wird.
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Abschlieend wird in diesem Abschnitt noch der erforderliche Mindest—Stichproben-
umfang fiir den zweiseitigen Einstichproben—t—Test zu den Hypothesen

(i) Ho: pp=0 < pux=pr gegen Hy: up #0 < ux # pr
hergeleitet.

In diesem Fall besteht das Ziel darin, den Mindest—Stichprobenumfang n so festzulegen,
dass durch den statistischen Test bei vorgegebener Toleranz § > 0 und vorgegebenem
B € (0,1) eine Abweichung

lup| = 0 = |ux —pp| =26

mit einer Wahrscheinlichkeit, die mindestens 1 — 3 betragt, als signifikant festgestellt
wird.'® Gem4B der Entscheidungsregel (i) auf S. 7 wird bei vorgegebenem Signifikanzni-
veau « € (0,1) die Nullhypothese Hy : up = 0 abgelehnt und hiermit eine Abweichung
pr 7 pr als signifikant festgestellt, falls |7,| > ¢,_11-q/2 gilt. Somit ist der Mindest—
Stichprobenumfang n so zu wéahlen, dass fiir |up| > ¢ folgende Ungleichung erfiillt ist:

(1.16) 1=0 < Puoz (ITal > ta11-a2) = 1P T2 <12 1) o)

;UJD70-2D (

Unter P, , 2, d.h. bei Vorliegen der Parameter up € R und op > 0, ist T? gemaf der
nichtzentralen F—Verteilung F),_; 2(,,) mit Freiheitsgraden 1 und n — 1 sowie Nicht-
zentralitdtsparameter

12
(1.17) M(up) = n2

D
2
Op

verteilt.1*

Es bezeichne Gy, die Verteilungsfunktion von F,_;, fiir A > 0. Dann ist (1.16)
aquivalent zu

(1.18) Gl,n—l,v(up)(ti—1,1—a/2) <p

Aus der Definition der nichtzentralen F—Verteilung folgt unmittelbar, dass die zugehorige
Verteilungsfunktion monoton fallend im Nichtzentralitdatsparameter ist. Es gilt daher:

G1,n—1,/\2(un)(ti—1,1—a) < Gl,n—l,/\2(6) (ti—m—a)
fiir alle pup € R mit

2 52
| =0 = 13 > 8 = N(up) "2 D > 5 O 0D N2y

13 Auch in diesem dritten Fall gibt 3 die maximal zugelassene Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art des sta-
tistischen Tests fiir die betreffenden Parameter an, d.h. die maximale Wahrscheinlichkeit, mit der die
Nullhypothese Hy fiir up ¢ [0, 0] félschlicherweise akzeptiert wird.

14Djes folgt unmittelbar aus den Definitionen der nichtzentralen t— bzw. F—Verteilungen; man vgl. hierzu
z.B. [6], Ch. 30 und 31 sowie [1], S. 59.
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Somit ist (1.18) fiir alle up € R mit |up| > § erfiillt, falls gilt:

(1.19) Grn1020) (ta—1,12ay2) < B

Auch zu nichtzentralen F—Verteilungen konnen mit Hilfe von Statistik—Softwaresyste-
men wie beispielsweise R oder SAS Funktionswerte der zugehorigen Verteilungsfunktion
berechnet werden. Sofern also die Nutzungsmoglichkeit eines derartigen Programms be-
steht, 1aBt sich auch hier — analog zu den einseitigen Test—Situationen — der erforder-
liche Mindest—Stichprobenumfang mittels (1.19) exakt bestimmen:

Man {iiberpriift innerhalb einer Schleife iiber aufsteigende natiirliche Zahlen jeweils, ob
die Bedingung (1.19) erfiillt ist. Das kleinste n, welches dieser Bedingung geniigt, ist der
gesuchte Stichprobenumfang.'®

Analog zur Vorgehensweise zu den Test—Stituationen (ii) und (iii) wird auch hier fiir
den Fall, dass kein Programm zur Verfiigung steht, mittels dessen Verteilungsfunkti-
onswerte nichtzentraler F—Verteilungen berechnet werden kénnen, eine approximative
Bestimmung des erforderlichen Mindest—Stichprobenumfangs beschrieben.

Zunichst erhdlt man durch dquivalente Umformung von (1.16):
(1.20) 1—-8 <Py 0 (T, > tn-11-a/2) + Py (T < —tn-1,1-a/2)
=1- Fn—l,/\(up)(tn—l,l—aﬂ) + Fn—l,/\(up)(_tn—l,l—a/2) .

Fir {ibliche Niveaus o und pp € R mit |up| > 6 ist Fl_1 x(up)(—tn-1,1-a/2) Vernach-
lassigbar klein, so dass aus (1.20) mit der Monotonie der zugehorigen Verteilungsfunktion
analog zu den Test—Situationen (ii) und (iii) folgt:

(1.21) th11-a/2 < F7;_117,\(5)(5) = ln-1,7(6),8

Wiederum ist zur Bestimmung des erforderlichen Stichprobenumfangs in der gegebenen
Situation die folgende Approximation des —Quantils ¢,,_; \(s5) s der nichtzentralen ¢—Ver-
teilung ¢,_1 (5 ausreichend:'

1.6 )
(122) tnfl,)\((i),ﬁ ~ tn—l,ﬁ + )\(5) (:) —tn_Ll_B + \/ﬁ 0'_
D

Aus (1.21) und (1.22) erhdlt man dann:
J
tn11-a/2 < —th-11-8+ Vn— =
0D

)
Vn— > ty_11-a/2 +ta-11-5 —
0D

2
o 2
(1.23) n > —512) (tnfl,lfa/2 +tn71,1fﬂ) .

15Nach diesem Verfahren wurden mittels R die Stichprobenumfénge in der Tabelle zu den Beispielen (a)
auf S. 21 berechnet.
16Man vgl. hierzu z.B. [1], S. 58 bzw. [7], S. 78.
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Die vorherige Ungleichung (1.23) unterscheidet sich von der entsprechenden Ungleichung
(1.11) zu den Test—Situationen (ii) und (iii) lediglich dadurch, dass an Stelle des (1 —a)-
Quantils ¢, 1_, der (zentralen) {~Verteilung hier das (1 — «/2)-Quantil ¢,,_1 1_, /2 steht.
Die Vorgehensweise zur approximativen Bestimmung des erforderlichen Stichproben-
umfangs fiir die vorliegende Test—Situation entspricht daher genau derjenigen fiir die
einseitigen Einstichproben—t—Tests.

Da die rechte Seite der Ungleichung (1.23) iiber die Freiheitsgrade der {—Quantile
tn—1,1—a/2 Und t,_11_3 ebenfalls noch von n abhéngt, ermdoglicht diese Ungleichung noch
nicht die (direkte) Bestimmung des erforderlichen Stichprobenumfangs. Mit der be-
reits zuvor verwendeten, folgenden Monotonie-Beziehung zwischen den Quantilen der
Normal- und der (zentralen) ¢—Verteilung

0 < u, <t, firalle ¢ €[0.5,0), ke N,

ergibt sich aus (1.23) — unter Anwendung der Approximation (1.22) — fiir iibliche
Fehlerwahrscheinlichkeiten 5 € (0,0.5] die folgende untere Schranke fiir den zu bestim-
menden Stichprobenumfang:

02
(1.24) ny = “—fj (ula/g—kul_ﬁ)?—‘ .

Ausgehend vom Startwert n, aus (1.24) tberpriift man innerhalb einer Schleife iiber
aufsteigende natiirliche Zahlen jeweils, ob die Bedingung (1.23) erfiillt ist. Das kleinste n,
welches dieser Bedingung gentigt, ist der gesuchte Stichprobenumfang. Insbesondere fiir
groflere Stichprobenumfiange wird ng selbst oftmals schon ein sehr guter Naherungswert
sein!’. Dies zeigen auch die Beispiele auf S. 21.

17aufgrund der Konvergenz der (zentralen) t—Verteilung gegen die Standard-Normalverteilung mit wach-
sendem Freiheitsgrad
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Bestimmung des erforderlichen Mindest—Stichprobenumfangs
fiir den t—Test aus Abschnitt 1.1 (Zusammenfassung)

(a) Exakte Bestimmung des erforderlichen Stichproben-Umfangs mittels der Unglei-
chungen (1.8), (1.14) bzw. (1.19) fiir die betreffenden Verteilungsfunktionen F),_; x()
der nichtzentralen ¢—Verteilung bzw. GGy, _; »2(5) der nichtzentralen F'-Verteilung:

Test—Situation Mindest—Stichprobenumfang:
Kleinste natiirliche Zahl n > 2,

welche die Ungleichung erfiillt:

Einstichproben-t—Test zu (i) G (12 ) ) <8
m—1, n—1,1-a/2) —
Hy: up=0 gegen Hy : up #0

Einstichproben—¢—Test zu (ii) Fo1as) (tooiia) < B
Hy: pup <0 gegen Hy: up >0 7 7 B

Einstichproben-t—Test zu (iii)

. Fooing) (tn1i-a) < 6
tp <

Hy: pp >0 gegen Hi :

(b) Approximative Bestimmung des erforderlichen Stichproben-Umfangs gemaf
(1.11) bzw. (1.23):

Test—Situation Mindest—Stichprobenumfang:
Kleinste natiirliche Zahl n > 2,

welche die Ungleichung erfiillt:

Einstichproben—¢-Test zu (i)

2
o 2
n Z _12) (tn—171—a/2 + tn—l,l—,@)
Hy: np=0 gegen Hy : pup #0 0

. . g . 2
Einstichproben-t—Test zu (ii) 0> 0_,23 (fotia +tn—1,1—ﬁ)2
Hy: pp <0 gegen Hy: pup >0 0
Einstichproben-t—Test zu (iii) o? 2

Hy: pp >0 gegen Hy: up <0

n 2 5_5 (tn—l,l—a + tn—l,l—ﬁ)
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(c) Zugehérige untere Schranken bzw. Startwerte ny gemé&s (1.12), (1.15) bzw. (1.24)
zur approximativen Bestimmung des erforderlichen Stichproben—Umfangs:

Test—Situation Untere Schranke fiir den
Mindest—Stichprobenumfang

Einstichproben—t—Test zu (i or 2

p ( ) ng = ’7—3 (ulfoa/Z + Ul_ﬁ) —‘
Hy: up=0 gegen Hy : up #0 0
Einstichproben—t—Test zu (ii [ o2 i

p ( ) ne = _? (Ul_a +u1_6)2
Hy: pp <0 gegen Hy: pup >0 0
Einstichproben—t—Test zu (iii [ o2 i

P (i) no = | -2 (ui—a +ui1_p)
Hy: pp >0 gegen Hy: up <0 0

Fir € R bezeichnet hierbei [z| = min{k € Z|k > x} die obere Gaufklammer von x.

Weiter bezeichnen u, fiir ¢ € (0,1) das ¢—Quantil der Standard-Normalverteilung und
tn—1, das ¢-Quantil der (zentralen) t—Verteilung mit Freiheitsgrad n — 1.1

Es sind a,3 € (0,1) die vorgegebenen Fehlerwahrscheinlichkeiten, 0% bezeichnet die
(unbekannte) Varianz der Differenzwerte Dy, ..., D,, und § > 0 ist die jeweils vorgegebe-
ne Toleranz, ab der Abweichungen zwischen den Erwartungswerten py und pup erkannt
werden sollen.

Abhéngigkeit von der (unbekannten) Varianz o3

Die in den Tabellen angegebenen Ungleichungen zur Bestimmung des erforderlichen
Mindest—Stichprobenumfangs und die Formeln fiir die unteren Schranken n, enthalten
jeweils noch die unbekannte Varianz 0% der Messwert—Differenzen Dy, ..., D,,.'° Zur kon-
kreten Berechnung von Mindest—Stichprobenumfingen bestehen die folgenden beiden
Moglichkeiten:

(i) Die unbekannte Varianz o% wird aus einer anderen Stichprobe von Messwert—

Differenzen D, ..., D, geschatzt. Eine Moglichkeit, eine derartige Schatzung fiir
o2 aus den Flasher-Daten zu gewinnen, wird im Anschluss an die folgenden Bei-
spiele beschrieben.

18In Abschnitt A.2 des Anhangs ist eine Tabelle mit Quantilen u, bzw. ¢y, , fiir ausgewahlte Freiheitsgrade
k € N und ausgewahlte ¢ € (0,1) angegeben.

19In der ersten Tabelle geht op jeweils iiber den Nichtzentralititsparameter der t— bzw. F—Verteilung
in die betreffenden Ungleichungen ein.
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(ii) Die Toleranz 0, ab der Abweichungen zwischen den Erwartungswerten iy und pp
erkannt werden sollen, wird als Vielfaches der (unbekannten) Standardabweichung
op gewahlt, d.h. 6 = cop mit geeignet gewahlten Koffizienten c. Auf diese Weise
wurden die Stichprobenumfange in den folgenden Beispielen berechnet.
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Beispiele:

(a) Exakte Bestimmung des erforderlichen Stichproben-Umfangs mittels der Unglei-
chungen (1.8), (1.14) bzw. (1.19) fiir die betreffenden Verteilungsfunktionen der
nichtzentralen ¢—Verteilung bzw. F—Verteilung:

Test—Situation | « I} Erforderlicher Mindest—Stichprobenumfang n
0=03-0p|6=05-0p|6=08-0p|d=0p
(1) 0.05 | 0.10 119 44 19 13
(i1),(ii1) 0.05 | 0.10 97 36 15 11
(1) 0.10 | 0.10 97 36 15 11
(i1),(iii) 0.10 | 0.10 74 28 12 8
(1) 0.05 | 0.20 90 34 15 10
(i1), (iii) 0.05 | 0.20 71 27 12 8
(1) 0.10 | 0.20 71 27 12 8
(i1),(1i1) 0.10 | 0.20 51 19 8 6

(b) Zugehorige untere Schranken bzw. Startwerte ny, gemaB (1.12), (1.15) bzw. (1.24)
zur approximativen Bestimmung des erforderlichen Stichproben—Umfangs:

Test—Situation | « I} Untere Schranken bzw. Startwerte ng
0=03-0p|6=05-0p|6=08-0p|d=0p
(1) 0.05 | 0.10 117 43 17 11
(i1),(iii) 0.05 | 0.10 96 35 14 9
(1) 0.10 | 0.10 96 35 14 9
(i1),(iii) 0.10 | 0.10 73 27 11 7
(1) 0.05 | 0.20 88 32 13 8
(i1),(iii) 0.05 | 0.20 69 25 10 7
(1) 0.10 | 0.20 69 25 10 7
(i1),(iii) 0.10 | 0.20 51 19 8 5
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Die Tabelleneintrdge auf der vorherigen Seite zeigen, dass zu samtlichen vorgegebenen
Fehlerwahrscheinlichkeiten «, 5 und zu jeder vorgegebenen Toleranz ¢ (in Abhangigkeit
von der unbekannten Standardabweichung op) durch die untere Schranke n, jeweils
eine sehr gute Approximation des exakt bestimmten erforderlichen Stichprobenumfangs
gegeben ist.

Sofern die exakte Bestimmung des erforderlichen Stichprobenumfangs mit Hilfe im-
plementierter Verteilungsfunktionen zur nichtzentralen t—Verteilung bzw. F—Verteilung
nicht moglich ist, bietet sich die zuvor beschriebene approximative Bestimmung an.
Hierzu soll anhand eines speziellen Beispiels ndher erldutert werden, wie man ausge-
hend von der betreffenden unteren Schranke ny mittels (1.11) bzw. (1.23) in wenigen
Schritten relativ leicht zu einer besseren Approximation des tatsdchlich erforderlichen
Stichprobenumfangs gelangen kann.

Wir betrachten hierzu speziell o = 0.05, 3 = 0.20 und § = 0.5 - 0.2 Mit ny = 25 erhalt
man:

‘ .

2
"2 (tng-t1-a + tug-11-9) = 5= (LTLL+0857)° ~ 2638 > 25 = mo .

.52

e}

Somit wird die Ungleichung (1.11) von no (noch) nicht erfiillt. Fiir die nachstgrofere
natiirliche Zahl n; = ng + 1 = 26 erhélt man:

o2 1 2
5—1; (tra11ma + tni11-6) = 575 (1708 +0.856)" ~ 26.30 > 26 = ny .
Also erfiillt auch n; die Ungleichung (1.11) (noch) nicht. Fir ny = ny + 1 = 27 ergibt

sich dann schlieBlich:

2
%D (tny-t1-a + toy-11-5) = L(1.706+0.856)2 ~ 26.26 < 27 = ny .

52 0.52
Damit erfiillt n, die Ungleichung (1.11) und ist deshalb (als kleinste natiirliche Zahl
oberhalb ng, die diese Ungleichung erfiillt) der gesuchte Stichprobenumfang. Der Ver-
gleich mit dem entsprechenden Eintrag aus Tabelle (a) auf der vorherigen Seite zeigt,
dass der auf diese Weise approximativ bestimmte Stichprobenumfang n, mit dem exakt
bestimmten in diesem Fall iibereinstimmdt.

20Man vgl. hierzu die Tabellen (a) und (b) auf S. 21.
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Schiitzung der (unbekannten) Varianz o3 aus den Flasher—Daten

Geméf der in den Abschnitten 1.1 — 1.3 betrachteten Modellannahme (M1) bezeichnet
02, die (unbekannte) Varianz der Differenzen D, = P, — P{,..., D, = P, — P.. Diese
Varianz kann erheblich von derjenigen abweichen, die den Leistungsdaten Pj,..., P}
zugrunde liegt. Wie bereits eingangs von Abschnitt 1.1 festgestellt, ergibt sich z.B. unter
den (spezielleren) in [8], Abschnitt 4, getroffenen Modellannnahmen

0% = 2w gegeniiber o

=v+uw,
der Varianz von P, ..., P).

Es ist daher nicht mdglich, die unbekannte Varianz direkt aus den Flasher—Daten zu
schétzen, etwa (analog zu [8], Abschnitt 4) durch die Stichprobenvarianz

N N
1 —7 \2 . = 1
12 / _ /
SN—mi:EI(Pi_PN) mit PN_Wi:EIPi
der Flasher-Leistungsdaten P, ..., Py. Im weiteren Verlauf wird eine Vorgehensweise

beschrieben, mittels der man dennoch aus den Flasher—Daten eine geeignete Schatzung
der unbekannten Varianz 0% ermitteln kann.

Die wesentliche Ursache fiir mogliche Abweichungen zwischen ¢% und der Varianz der

Flasher—Leistungsdaten liegt darin begriindet, dass sich die Differenzen D1, ..., D, aus
Messungen an dem selben Modul ergeben. Um {ibereinstimmende Module zu imitieren,
werden aus den Solarmodulen der Charge, die nicht fiir die Labormessungen beriicksich-
tigt wurden, Paare von Modulen ausgewahlt, die sich hinsichtlich ihrer physikalischen
Eigenschaften weitgehend dhnlich sind (sogenannte matching pairs). Grundlage fiir die
Bewertung der Ahnlichkeit zweier Solarmodule kénnte hierbei die weitgehende Uberein-
stimmung der {ibrigen gemessenen Kenngroflen sein.

Analog zur Bildung der Differenzen Dy, ..., D, zwischen Labor—Messungen und zugehori-

gen Flasher—Leistungsdaten werden zu diesen matching pairs (Pi’ . ijl), ceey (PL-'m, Pj’)

(mit 41,71, 0m,Jm € {1,...,N}\{1,...,n}, allesamt verschieden) die Diffrenzen
Dy =P, —P,,....,D, = P — P der zugehorigen Leistungen ermittelt. Die aus
diesen Differenzen berechnete Stichprobenvarianz

§ =L S (0-D,)* mit D,=—3 D
mi:l

m m— 14
i=1

kann dann als Schatzung fiir die unbekannte Varianz 0% verwendet werden.



2 Nichtpar. statist. Analysen zur Uberpriifung der Verlasslichkeit von Flasherlisten 24

2 Nichtparametrische statistische Analysen zur
Uberpriifung der Verliisslichkeit von Flasherlisten

Die in den Abschnitten 1.1 und 1.2 vorgestellten Verfahren konnen nicht angewen-
det werden, falls die Normalverteilungsannahme fiir die Differenzen aus Konsumenten-
Messwerten und zugehorigen Flasherlisten—Messwerten nicht erfiillt ist. Fiir diesen Fall
werden in den folgenden Abschnitten als Alternativen entsprechende nichtparametrische
Methoden vorgestellt und beschrieben.
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2.1 Vorzeichen—Test zum Vergleich von
Flasher—Daten und Labor—Stichprobe

Zunachst wird in diesem Abschnitt als Pendant zum FEinstichproben—t—Test der soge-
nannte Vorzeichen—Test betrachtet, weil dieser unter allen nichtparametrischen Tests fiir
die vorliegende Situation einerseits die geringsten Modellvoraussetzungen bendtigt und
andererseits am einfachsten durchzufiihren ist.

Da hier verbundene Stichproben vorliegen, wird dieser Test — ebenso wie der Einstich-
proben—t—Test — auf die Differenzen

Dy=pP -P,...,D,=P,— P,
angewendet. Hierzu wird die folgende Modellannahme getroffen:

(M2) Die Differenzen D; = P, — P/,...,D,, = P, — P/ sind stochastisch unabhingig
und identisch verteilt. Die zugehorige Verteilungsfunktion F' ist stetig.

Bemerkungen zu der Modellannahme (M2):

(i) Die vorausgesetzte Stetigkeit der Verteilungsfunktion F' impliziert:
P(P,=P) =0 fir i=1,...,n.
(Hierbei bezeichnet P die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung.)

(ii) In der vorliegenden Situation ist die vorausgesetzte Stetigkeit der zugrundelie-
genden Verteilungsfunktion unkritisch, da P;, P/ fiir ¢ = 1,...,n physikalische
Messungen (mit stetiger Skala) représentieren.

Im Unterschied zum Einstichproben—t—Test, mittels dessen Hypothesen iiber den Erwar-
tungswert up = ux — pp der Differenzen Dy, ..., D, iberpriift werden, beziehen sich die
Aussagen des Vorzeichen—Tests auf den Median

(2.1) Qos = F71(0.5) = inf {x € R| F(z) > 0.5}

der Differenzen D1, ..., D,. Wir betrachten das Testproblem mit den folgenden Hypo-
thesen:

(i) Hy: Qos=0 gegen Hy: Qos#0,
(i)  Hyp: Qos<0 gegen H;: Qo5>0,

(111) Hy: Q0_5 >0 gegen H: Q0.5 <0.
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Unter Hy : Qo5 = 0 folgt aus der vorausgesetzten Stetigkeit von F":
(2.2) F(0) = F(Qos) = F(F'(0.5)) = 0.5 .

Entsprechend erhalt unter den iibrigen beiden Nullhypothesen Hy : Qps; < 0 bzw.
Hy: Qos > 0:

(2.3) F(0) > F(Qos) = F(F'(0.5)) = 0.5 bazw.
(2.4) F(0) < F(Qos5) = F(F'(0.5)) = 0.5 .

Andererseits folgt ebenfalls aus der vorausgesetzten Stetigkeit von F' gemafl Bemer-
kung (i) auf S. 25:

(2.5) P(P,<P)) =1-P(P,>P) =1-P(D, >0) = F(0).

Unter der Nullhypothese Hy : Qg5 = 0 erhélt man aus (2.2) und (2.5):
P(P, < P)) = P(P, > P)) .

Mittels des Vorzeichen—Tests zu den Hypothesen (i) wird somit {iberpriift, ob gegeniiber
den Leistungsangaben Pj, ..., P/ der Flasherliste niedrigere Labor-Messwerte Py, ..., P,
mit gleicher Wahrscheinlichkeit wie hohere vorkommen. In diesem Sinne entspricht auch
hier die Test—Situation (i) der eines ,neutralen Beobachters“, der daran interessiert ist,
wie genau die Flasherlisten—Angaben mit den tatséchlich (im Labor) gemessenen Lei-
stungen der PV-Module iibereinstimmen.

Unter der Nullhypothese Hy : Qo5 > 0 ergibt sich aus (2.4) und (2.5):
P(P, < P)) < P(P, > P)) .

Somit wird anhand der Alternativ-Hypothese H; des Vorzeichen—Tests zu (iii) sta-
tistisch iiberpriift, ob die Wahrscheinlichkeit fiir niedrigere Labor—Messwerte P, ..., P,
gegeniiber den entsprechenden Leistungsangaben P/,..., P! der Flasherliste hoher als
die zugehorige Komplementar—Wahrscheinlichkeit ausfallt. Analog zu 1.1 behandelt diese
Test—Situation (iii) auch hier die aus Sicht des Konsumenten interessierende Fragestel-
lung, ob die Konsumenten—Messwerte (im zuvor angegebenen Sinne) signifikant geringer
als die Flasherlisten—-Messwerte ausfallen.

Entsprechend folgt unter der Nullhypothese Hy : Qo5 < 0 aus (2.3) und (2.5):
P(P < P)) > P(PL > P)) .

Anhand der Alternativ-Hypothese H, des Vorzeichen—Tests zu (ii) wird demnach sta-
tistisch tiberpriift, ob die Wahrscheinlichkeit fiir niedrigere Labor—Messwerte P, ..., P,
gegeniiber den entsprechenden Leistungsangaben P, ..., P/ der Flasherliste geringer als
die zugehorige Komplementar—Wahrscheinlichkeit ausfallt. Ebenfalls analog zu 1.1 kénn-
te auch hier diese Position vom Vertreiber der PV-Module eingenommen werden, wenn
er statistisch nachweisen will, dass (im Sinne der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten) die
wirklichen Leistungen der PV-Module sogar hoher als die auf der Flasher—Liste angege-
benen Leistungen ausfallen.
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Die Teststatistik des Vorzeichen—Tests ist gegeben durch
- 1, falls D; >0 <= P, > P
2.6 T, = X, it X, = J i i i
(2.:6) Zl m {O,falls Di<0 < P,<P,
fir 1=1,...,n.
Gemaf Definition gibt die Teststatistik 7}, die Anzahl der Paare (P, P|),..., (P, P))
mit P, > P/ an.

Aufgrund der Modellannahme (M2) geniigt 7,, einer Binomialverteilung mit Parametern
n und p = P(P, > Pj). Unter der Nullhypothese Hy : Qp5 = 0 ergibt sich fir 7,
eine Binomialverteilung mit Parametern n und p = 0.5, denn aus der vorausgesetzten
Stetigkeit von I folgt geméR (2.5) und (2.2):

(2.7) p=PP >P)=1-F(0) =05.
Zu vorgegebenem Signifikanzniveau « € (0, 1) ergeben sich hieraus fiir die zuvor formu-
lierten Hypothesenpaare die folgenden Entscheidungsregeln:
(i) Ablehnung von Hy: Qo5 =0 fiir 7, <n —b,1_a/2 oder T, > by1-q/2,
(ii) Ablehnung von Hj: Qo5 <0 fiir T, > by 1-a,
(iii) Ablehnung von Hy: Qo5 >0 fir T, <n —by1-a.

Hierbei bezeichnet b, , fiir ¢ € (0,1) das ¢—Quantil der Binomialverteilung mit Para-
metern n € N und p = 0.5.%

Durchfiihrung des Vorzeichen—Tests fiir grofiere Stichprobenumfinge
Aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes ist die zugehorige standardisierte Teststatistik
T, —n/2

n/4

unter Hj : Qg5 = 0 fiir hinreichend grofie Stichprobenumfange n approximativ standard-

(2.8) Z, =

normalverteilt. Gemé&B [2], S. 185, liefert diese Approximation bereits fiir n > 20 gute
Ergebnisse.

Unter Anwendung dieser Approximation lauten die zugehorigen Entscheidungsregeln zu
vorgegebenem Signifikanzniveau a € (0, 1):

(i) Ablehnung von Hy: Qo5 = 0 fiir |Z,| > ui_a/2,
(i) Ablehnung von Hy: Qo5 <0 fiir Z, > uy_,,
(iii) Ablehnung von Hj: Qs > 0 fir 7, < u,-
Hierbei bezeichnet u, fiir ¢ € (0,1) das ¢—Quantil der Standard-Normalverteilung.*?

?In Abschnitt A.2 des Anhangs ist eine Tabelle mit Quantilen b,, , fiir ausgew&hlte Stichprobenumfinge
n € N und ausgewahlte ¢ € (0,1) angegeben.
*2In Abschnitt A.2 des Anhangs ist eine Tabelle mit Quantilen u, fiir ausgewdhlte ¢ € (0, 1) angegeben.
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Vorzeichen—Test im Vergleich zum Einstichproben—t—Test

Der hier betrachtete Vorzeichen—Test dient als nichtparametrische Alternative zum Ein-
stichproben—t—Test fiir die Situationen, in denen die Normalverteilungs—Annahme fiir
die Differenzen D+, ..., D, verletzt ist.

Falls die Differenzen iiber die in diesem Abschnitt getroffene Modellannahme hinaus
als normalverteilt angesehen werden konnen, sollte zum Vergleich von Konsumenten—
Messwerten und Flasherlisten—-Messwerten statt des hier vorgestellten Vorzeichen—Tests
der entsprechende Einstichproben—t—Test aus Abschnitt 1.1 verwendet werden, da dieser
in den Situationen mit normalverteilten Daten der (gleichmaBig) beste Test ist.
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Beispiele:

(i)

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: gamma_1000_15_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: gamma_1000_15_LS.dat

Shapiro-Wilk-Test zur Uberpriifung der Normalverteilungsannahme
fiir die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe:

p—Wert = 0.058 .

Zum iiblichen Signifikanz—Niveau o = 10% konnen die Differenzen aufgrund dieses
p—Wertes nicht als normalverteilt angesehen werden. Daher muss zum Vergleich
von Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe ein nichtparametrischer Test
verwendet werden:

Anwendung des Vorzeichen—Tests zu den Hypothesen (iii) auf S. 25 zum Niveau
a=10% (mit n = 15):

T, = ZXZ =1<5 :n—bn,l_a.
=1

Somit wird die Nullhypothese Hj : Qg5 > 0 verworfen, d.h.:

Zum gegebenen Niveau o = 10% fallen die Labor—Messwerte (im Sinne der zu-
gehdrigen Wahrscheinlichkeiten) signifikant geringer als die Flasherlisten-Angaben
aus.

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_mix_2000_12_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_mix_2000_12_LS.dat

Shapiro-Wilk-Test zur Uberpriifung der Normalverteilungsannahme
fir die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe:

p—Wert = 0.089 .

Zum iiblichen Signifikanz—Niveau o = 10% koénnen die Differenzen aufgrund dieses
p—Wertes nicht als normalverteilt angesehen werden. Daher muss zum Vergleich
von Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe ein nichtparametrischer Test
verwendet werden:

Anwendung des Vorzeichen—Tests zu den Hypothesen (i) auf S. 25 zum Niveau
a=10% (mit n = 12):

n_bn,lfa/Q =3<T1T, = ZX’L =6<9= bn,lfa/Q .

i=1
Somit wird die Nullhypothese Hj: Qo5 = 0 nicht verworfen, d.h.:

Zum gegebenen Niveau oo = 10% unterscheiden sich die Labor—Messwerte (im Sin-
ne der zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten) nicht signifikant von den Flasherlisten—
Angaben.
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(iii)

(iv)

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: gamma_1000_30_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: gamma_1000_30_LS.dat

Shapiro-Wilk-Test zur Uberpriifung der Normalverteilungsannahme
fiir die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe:

p—Wert = 0.031 .

Zum iblichen Signifikanz—Niveau o = 10% kénnen die Differenzen aufgrund dieses
p—Wertes nicht als normalverteilt angesehen werden. Daher muss zum Vergleich
von Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe ein nichtparametrischer Test
verwendet werden:

Anwendung des approximativen Vorzeichen—Tests (fiir gréfere Stichprobenum-
fénge) zu den Hypothesen (iii) auf S. 25 zum Niveau a = 5% (mit n = 30):

T, —n/2 2-1
nm 2 O _ATAT < —1.645 = u, |
Vn/4 V7.5

Somit wird die Nullhypothese Hj: Qg5 > 0 verworfen, d.h.:

Z, =

Zum gegebenen Niveau o = 5% fallen die Labor-Messwerte (im Sinne der zu-
gehorigen Wahrscheinlichkeiten) signifikant geringer als die Flasherlisten—Angaben
aus.

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_mix_2000_25_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_mix_2000_25_LS.dat

Shapiro-Wilk-Test zur Uberpriifung der Normalverteilungsannahme
fiir die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe:

p—Wert = 0.036 .

Zum iiblichen Signifikanz—Niveau o = 10% koénnen die Differenzen aufgrund dieses
p—Wertes nicht als normalverteilt angesehen werden. Daher muss zum Vergleich
von Labor—Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe ein nichtparametrischer Test
verwendet werden:

Anwendung des approximativen Vorzeichen—Tests (fiir groBere Stichprobenum-
fange) zu den Hypothesen (i) auf S. 25 zum Niveau a = 5% (mit n = 25):

|Z,| = = 1.400 < 1.960 = ;g -

Tn—n/2‘ B ‘9— 12.5
\/n/4 V6.25
Somit wird die Nullhypothese Hj: Qo5 = 0 nicht verworfen, d.h.:

Zum gegebenen Niveau o = 5% unterscheiden sich die Labor-Messwerte (im Sinne
der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten) nicht signifikant von den Flasherlisten—
Angaben.
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2.2 Vorzeichen—Rangtest von Wilcoxon zum Vergleich von
Flasher—Daten und Labor—Stichprobe

Als weiteres Pendant zum FEinstichproben—t—Test fiir die vorliegende Situation wird in
diesem Abschnitt der sogenannte Vorzeichen—Rangtest von Wilcoxon (fiir verbundene
Stichproben) vorgestellt. Er weist fiir viele Verteilungsklassen gegeniiber dem in 2.1 be-
schriebenen Vorzeichen—Test eine hohere Effizienz auf, benotigt gegeniiber diesem aller-
dings auch eine zusatzliche Voraussetzung.

Da hier verbundene Stichproben vorliegen, wird auch dieser Test — ebenso wie der
Einstichproben—t—Test und der Vorzeichen—Test — auf die Differenzen

D=~ -P,...,D,=P,— P!
angewendet. Hierzu wird in diesem Abschnitt die folgende Modellannahme getroffen:

(M3) Die Differenzen D, = P, — P|,...,D,, = P, — P/ sind stochastisch unabhéngig
und identisch verteilt. Die zugehorige Verteilungsfunktion F ist stetig.

Zusatzlich ist die Verteilung von D; fiir : = 1,...,n symmetrisch zum Median

Qos = F71(0.5), d.h. es gilt F(Qos — ) =1 — F(Qo5 + «) fiir alle z € R.

Bemerkung zu der Modellannahme (M3):

Wahrend die vorausgesetzte Stetigkeit der Verteilungsfunktion F' in der vorliegenden
Situation unkritisch ist, wie bereits im vorherigen Abschnitt bemerkt wurde, muss die
zusatzlich angenommene Symmetrie im konkreten Anwendungsfall jeweils gepriift wer-
den.

Da sich die Aussagen des Vorzeichen—Rangtest von Wilcoxon ebenso wie die Aussa-
gen des Vorzeichen-Tests auf den Median Qy5; = F~'(0.5) der Differenzen D;,..., D,
beziehen, betrachten wir die Testprobleme in diesem Abschnitt mit den gleichen Hypo-
thesenpaaren wie in 2.1:

(1) HQ . Q0_5 = 0 gegen H1 . Q0.5 7é O,
(i) Ho: Qos <0 gegen H;: Qos>0,
(111) Hy: Q0_5 >0 gegen Hy: Q0.5 < 0.

Die Interpretationen der einzelnen Test—Situationen entsprechen denjenigen zum Vor-
zeichen—-Test auf S. 26.
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Die Teststatistik des Vorzeichen—Rangtests von Wilcoxon ist gegeben durch

1, falls D; >0 <= P, > P/,

(2.9) T. =) XR(DI) mit X; = { 0, falls D; <0 <= P, < P
=1 ) 1= T > LGy
und R(|Di|) = [{ke{1,...,n}||Dk| < |Dil}|

fir +=1,...,n.

Hierbei bezeichnet R(|D;|) den Rang von |D;| innerhalb der absoluten Differenzen
|D1|,...,|Dy|, d.h. die Position von |D;| in der aufsteigend sortierten Folge der abso-
luten Differenzen |D;|,...,|D,| firi=1,...,n.

In die Teststatistik des Vorzeichen—Tests gemasf (2.6) geht lediglich die Anzahl der positi-
ven Differenzen unter den D+, ..., D, ein. Hiermit ist, bezogen auf die gegebenen Daten,
ein hoher Informationsverlust verbunden. Demgegeniiber werden in der Teststatistik des
Vorzeichen—Rangtests von Wilcoxon gemaf (2.9) neben den Vorzeichen der Differenzen
iiber die Range auch deren absolute Gréflen einbezogen.

Die exakte Verteilung der Teststatistik 7;, 1aBt sich anhand kombinatorischer Uberle-
gungen herleiten. Zu vorgegebenem Signifikanzniveau o € (0,1) ergeben sich fiir die
zuvor formulierten Hypothesenpaare die folgenden Entscheidungsregeln:

(i) Ablehnung von Hj: Qo5 =0 fiir T}, < wpq/2 oder 1), > wy1-a/2,
(ii) Ablehnung von Hy: Qo5 <0 fiir T, > wy1-q,
(iii) Ablehnung von Hj: Qo5 > 0 fiir T, < wy 4 -
Hierbei gilt fiir n € N und ¢ € (0,1) unter Hy : Q5 = O:
P(Tn < Wpg — 1) <qg< IP’(Tn < wmq) .

In Abschnitt A.2 des Anhangs ist fiir die Stichprobenumfénge n = 4,...,20 und aus-
gewdhlte ¢ € (0,1) eine Tabelle mit kritischen Werten w, , des Vorzeichen—Rangtests
von Wilcoxon angegeben.

Durchfiihrung des Vorzeichen—Rangtests fiir groflere Stichprobenumfinge

Aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes ist die zugehorige standardisierte Teststatistik

T _ n(n+1)
(2.10) Z, = 4
n(n+1)(2n+1)
\/ 24

unter Hj : Qg5 = O fiir hinreichend grofie Stichprobenumfange n approximativ standard-
normalverteilt. Gemafl [2], S. 189 liefert diese Approximation bereits fiir n > 20 gute
Ergebnisse.
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Unter Anwendung dieser Approximation lauten die zugehorigen Entscheidungsregeln zu
vorgegebenem Signifikanzniveau a € (0, 1):

(i) Ablehnung von Hy: Qo5 = 0 fiir |Z,| > ui_a/2,
(ii) Ablehnung von Hy: Qos <0 fiir Z, > uy_,,
(iii) Ablehnung von Hj: Qs > 0 fir 7, < u, .

Hierbei bezeichnet wiederum u, fiir ¢ € (0,1) das ¢—Quantil der Standard-Normalver-
teilung.

Vorzeichen—Rangtest von Wilcoxon im Vergleich zu
Einstichproben—t—Test und Vorzeichen—Test

Der in diesem Abschnitt betrachtete Vorzeichen—-Rangtest von Wilcoxon dient ebenfalls
als nichtparametrische Alternative zum FEinstichproben—t—Test fiir die Situationen, in
denen die Normalverteilungs—Annahme fiir die Differenzen D,,..., D, verletzt ist. Wie
bereits eingangs erwahnt, weist der Vorzeichen—-Rangtest von Wilcoxon in vielen Situa-
tionen eine deutlich hohere Effizienz als der Vorzeichen—Test auf und ist deshalb diesem
vorzuziehen, sofern die zusdtzliche Modellannahme einer zum Median symmetrischen
Verteilung der Differenzen D, ..., D, erfiillt ist.

Falls allerdings die Differenzen iiber die in diesem Abschnitt getroffene Modellannahme
hinaus als normalverteilt angesehen werden kénnen, sollte zum Vergleich von Konsu-
menten—Messwerten und Flasherlisten—Messwerten statt des hier vorgestellten Vorzei-
chen—Rangtests der entsprechende Einstichproben—t—Test aus Abschnitt 1.1 verwendet
werden, da dieser in den Situationen mit normalverteilten Daten der (gleichméaBig) beste
Test ist.
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Beispiele:

(1)

(i1)

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: gamma_1000_15_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: gamma_1000_15_LS.dat

In Beispiel (i) zum Vorzeichen—Test auf S. 29 wurde bereits anhand des Shapiro-
Wilk-Tests festgestellt, dass die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasher-
listen—Stichprobe zum iiblichen Signifikanz—Niveau o = 10% nicht als normal-
verteilt angesehen werden konnen und dass daher zum Vergleich von Labor—
Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe ein nichtparametrischer Test verwendet
werden muss:

Anwendung des Vorzeichen—Rangtests von Wilcoxon zu den Hypothesen (iii) auf
S. 31 zum Niveau o = 10% (mit n = 15):

T, =Y X;R(IDil) =3 < 37 = wy .

i=1
Somit wird die Nullhypothese Hj: Qg5 > 0 verworfen, d.h.:

Zum gegebenen Niveau o = 10% fallen die Labor—-Messwerte (im Sinne der zu-
gehorigen Wahrscheinlichkeiten) signifikant geringer als die Flasherlisten—Angaben
aus.

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_mix_2000_12_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_mix_2000_12_LS.dat

In Beispiel (ii) zum Vorzeichen—-Test auf S. 29 wurde bereits anhand des Shapiro-
Wilk-Tests festgestellt, dass die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasher-
listen—Stichprobe zum iiblichen Signifikanz—Niveau o = 10% nicht als normal-
verteilt angesehen werden konnen und dass daher zum Vergleich von Labor—
Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe ein nichtparametrischer Test verwendet
werden muss:

Anwendung des Vorzeichen—Rangtests von Wilcoxon zu den Hypothesen (i) auf
S. 31 zum Niveau a = 10% (mit n = 12):

n

Wno = 18 < Ty = Y X;R(IDi]) = 50 < 59 = wy1_a/2 -

i=1
Somit wird die Nullhypothese Hj : Qg5 = 0 nicht verworfen, d.h.:

Zum gegebenen Niveau oo = 10% unterscheiden sich die Labor—Messwerte (im Sin-
ne der zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten) nicht signifikant von den Flasherlisten—
Angaben.



2.2 Vorzeichen—-Rangtest von Wilcoxon zum Vergleich 35

(iii)

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: gamma_1000_30_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: gamma_1000_30_LS.dat

In Beispiel (iii) zum Vorzeichen—Test auf S. 30 wurde bereits anhand des Shapiro-
Wilk-Tests festgestellt, dass die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasher-
listen—Stichprobe zum iiblichen Signifikanz—Niveau o = 10% nicht als normal-
verteilt angesehen werden konnen und dass daher zum Vergleich von Labor—
Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe ein nichtparametrischer Test verwendet
werden muss:

Anwendung des approximativen Vorzeichen—Rangtests von Wilcoxon (fiir gréfiere
Stichprobenumfénge) zu den Hypothesen (iii) auf S. 31 zum Niveau o = 5% (mit
n = 30):

_T.- n(n+1)/4
T /nn+1)@2n+1)/24

= —4.515 < —1.645 = u, .

Somit wird die Nullhypothese Hj : Qg5 > 0 verworfen, d.h.:

Zum gegebenen Niveau o = 5% fallen die Labor-Messwerte (im Sinne der zu-
gehorigen Wahrscheinlichkeiten) signifikant geringer als die Flasherlisten—-Anga-
ben aus.

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_mix_2000_25_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_mix_2000_25_LS.dat

In Beispiel (iv) zum Vorzeichen—Test auf S. 30 wurde bereits anhand des Shapiro-
Wilk-Tests festgestellt, dass die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasher-
listen—Stichprobe zum iiblichen Signifikanz—Niveau o« = 10% nicht als normal-
verteilt angesehen werden kénnen und dass daher zum Vergleich von Labor—
Stichprobe und Flasherlisten—Stichprobe ein nichtparametrischer Test verwendet
werden muss:

Anwendung des approximativen Vorzeichen—-Rangtests von Wilcoxon (fiir grofiere
Stichprobenumfénge) zu den Hypothesen (i) auf S. 31 zum Niveau o = 5% (mit
n = 25):

T, —n(n+1)/4
Vn(n+1)(2n +1)/24

Z,| = — 3.000 > 1.960 = ;o5 -

Somit wird die Nullhypothese Hj : Qo5 = 0 verworfen, d.h.:

Zum gegebenen Niveau o = 5% unterscheiden sich die Labor-Messwerte (im Sinne
der zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten) signifikant von den Flasherlisten—Angaben.
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2.3 Zweiseitige Konfidenzintervalle fiir den Median
der Differenzen von Labor—Stichprobe und Flasher—Daten

Ebenso wie der Einstichproben—t—Test bieten auch die in den vorherigen beiden Ab-
schnitten vorgestellten nichtparametrischen Tests prinzipiell jeweils zwei mogliche Er-
gebnisse: Die Ablehnung bzw. Nicht—Ablehnung der jeweiligen Nullhypothese. Hierbei
ist anhand der getroffenen Entscheidung nicht abzulesen, wie hoch jeweils der Median der
Differenzen zwischen den Konsumenten—Messwerten und den zugehorigen Flasherlisten—
Messwerten ausfallt.

Um Informationen iiber die Lage dieses Medians (als Parameter der den Differenzen
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilung) zu gewinnen, werden deshalb in ana-
loger Vorgehensweise zu 1.2 innerhalb dieses Abschnitts zweiseitige Konfidenzintervalle
fiir den Median der Messwert—Differenzen bestimmt. Im Unterschied zu 1.2 erfolgt die
Berechnung dieser Konfidenzintervalle diesmal ohne Annahme einer zugrundliegenden
Normalverteilung mit Hilfe nichtparametrischer Methoden. Wir treffen hierzu die fol-
gende, bereits in Abschnitt 2.1 betrachtete Modellannahme:

(M2) Die Differenzen Dy = P, — P|,...,D,, = P, — P, sind stochastisch unabhéngig
und identisch verteilt. Die zugehorige Verteilungsfunktion F' ist stetig.

Es bezeichnen D) < ... < D, die aufsteigend geordneten Differenzwerte zu D, ..., D,,.
Unter der Modellannahme (M2) ist dann ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir den Medi-
an Qo5 = F'71(0.5) der Differenzen D;, ..., D, zum Konfidenzniveau 1 —a mit o € (0, 1)
gegeben durch

(2.11) [Dgy, D] -
Hierbei wird das Paar (r, s) unter allen Paaren (k,m) mit k,m € {1,...,n}, k¥ < m und
1\" & /n
(2.12) P(D(k) < Q0‘5 < D(m)) = <§> (Z) > 11—«
i=k

so gewahlt, dass die Differenz s — r minimal ist.

Analog zu 1.2 ist das Konfidenzniveau (die Uberdeckungswahrscheinlichkeit fiir das In-
tervall) 1 — « hierbei so zu interpretieren, dass sich bei wiederholter (haufiger) Anwen-
dung des Verfahrens in (1 — «) 100 % aller Falle basierend auf den Daten ein Intervall
ergibt, welches den (unbekannten) Median )y 5 beinhaltet.
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Beispiele:

(i) Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: gamma_1000_15_FS.dat

(ii)

Simulierte Labor—Stichprobe: gamma_1000_15_LS.dat

In Beispiel (i) zum Vorzeichen—Test auf S. 29 wurde bereits anhand des Shapiro-
Wilk-Tests festgestellt, dass die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasher-
listen—Stichprobe zum iiblichen Signifikanz-Niveau o = 10% nicht als normalver-
teilt angesehen werden konnen.

Gemaf (2.11) ergeben sich zu den vorgegebenen Konfidenzniveaus die folgenden
(zweiseitigen) Konfidenzintervalle fiir den Median ()5 der Differenzen von Labor—
Stichprobe und Flasher-Daten (mit n = 15):

Konfidenzniveau Zugehoriges zweiseitiges Konfidenzintervall
1—a=90% [D(yy, Dany] = [~11.986, —6.458]
1—a=95% (D), Daisy] = [-11.986, —5.971]

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_mix_2000_12_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_mix_2000_12_LS.dat

In Beispiel (ii) zum Vorzeichen—Test auf S. 29 wurde bereits anhand des Shapiro-
Wilk-Tests festgestellt, dass die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasher-
listen—Stichprobe zum iiblichen Signifikanz—Niveau o« = 10% nicht als normalver-
teilt angesehen werden konnen.

Gemaf (2.11) ergeben sich zu den vorgegebenen Konfidenzniveaus die folgenden
(zweiseitigen) Konfidenzintervalle fiir den Median ()5 der Differenzen von Labor—
Stichprobe und Flasher-Daten (mit n = 12):

Konfidenzniveau Zugehoriges zweiseitiges Konfidenzintervall

1 —a=90% [Dis), Digy] = [~7.964, 10.982]

1—a=95% (D), Daoy] = [-7.964, 13.301]
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(iii) Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: gamma_1000_30_FS.dat

Simulierte Labor—Stichprobe: gamma_1000_30_LS.dat

In Beispiel (iii) zum Vorzeichen—Test auf S. 30 wurde bereits anhand des Shapiro-
Wilk-Tests festgestellt, dass die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasher-
listen—Stichprobe zum iiblichen Signifikanz-Niveau o = 10% nicht als normalver-
teilt angesehen werden konnen.

Gemaf (2.11) ergeben sich zu den vorgegebenen Konfidenzniveaus die folgenden
(zweiseitigen) Konfidenzintervalle fiir den Median ()5 der Differenzen von Labor—
Stichprobe und Flasher-Daten (mit n = 30):

Konfidenzniveau Zugehoriges zweiseitiges Konfidenzintervall
1—a=90% [Day, Diagy] = [—10.809, —5.704]
1—a=95% (Do), Deary] = [—11.118, —4.015]

Simulierte Flasherlisten—Stichprobe: norm_mix_2000_25_FS.dat
Simulierte Labor—Stichprobe: norm_mix_2000_25_LS.dat

In Beispiel (iv) zum Vorzeichen—Test auf S. 30 wurde bereits anhand des Shapiro-
Wilk-Tests festgestellt, dass die Differenzen aus Labor—Stichprobe und Flasher-
listen—Stichprobe zum iiblichen Signifikanz—Niveau oo = 10% nicht als normalver-
teilt angesehen werden konnen.

Gemaf (2.11) ergeben sich zu den vorgegebenen Konfidenzniveaus die folgenden
(zweiseitigen) Konfidenzintervalle fiir den Median ()5 der Differenzen von Labor—
Stichprobe und Flasher-Daten (mit n = 25):

Konfidenzniveau Zugehoriges zweiseitiges Konfidenzintervall

1— o =90% (D), Dan] = [-7.263, 0.136]

1—a=95% [Ds), Dasy] = [—7.263, 0.210]
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2.4 Bestimmung des erforderlichen Stichprobenumfangs
zum Vergleich von Labor—Stichprobe und Flasher—Daten
fiir den Vorzeichen—Rangtest von Wilcoxon

Analog zur Vorgehensweise in 1.3 werden in diesem Abschnitts Mindest—Stichproben-
umfinge hergeleitet, die erforderlich sind, um anhand des in 2.2 vorgestellten Vor-
zeichen—Rangtests von Wilcoxon Abweichungen des Medians ()5 der Differenzen aus
Konsumenten—-Messwerten und entsprechenden Flasherlisten—Messwerten von 0 um eine
vorgegebene Toleranz ¢ > (0 mit einer vorgegebenen (grofien) Mindestwahrscheinlichkeit
zu entdecken.

Den weiteren Ausfiihrungen in diesem Abschnitt legen wir wieder die folgende, bereits
in 2.2 betrachtete Modellannahme zugrunde:

(M3) Die Differenzen D, = P, — P|,...,D,, = P, — P/ sind stochastisch unabhéngig
und identisch verteilt. Die zugehorige Verteilungsfunktion F' ist stetig.

Zusatzlich ist die Verteilung von D; fiir 1 = 1,...,n symmetrisch zum Median

Qos = F71(0.5), d.h. es gilt F(Qos — ) =1 — F(Qos + «) fiir alle z € R.
Dann ist durch
(2.13) Fo(z) = Fz+ Qos) fir z € R
die (stetige) Verteilungsfunktion Fy zu Hy : Qo5 = 0 gegeben.

Zur Bestimmung der erforderlichen Mindest—Stichprobenumfinge miissen zusatzlich zu
den Modellannahmen (M3) die folgenden Voraussetzungen erfiillt sein:

(M4) Fy (und damit auch F') ist stetig differenzierbar auf R. Es bezeichne f, = F{ die
Ableitung von Fj. Weiter sei

o = / 2% fo(z)dr < oo .

Hierbei gibt 0% die Varianz von D; fiir i = 1,...,n unter Hy : Qp5 = 0 an.?

23Man beachte, dass F(D;) = 0 ist fiir i = 1,...,n unter der Modellannahme (M3), falls Qo5 = 0 gilt.
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Die Herleitungen der im weiteren Verlauf angegebenen Mindest—Stichprobenumfiange
zum Vorzeichen—Rangtest von Wilcoxon basieren auf mehreren Approximationen, die
nur fiir hinreichend grofle Umfange gute Naherungswerte liefern. Dies ist bel den hieraus
resultierenden Ergebnissen zu beachten.

Grundlage der weiteren Betrachtungen ist die standardisierte Teststatistik aus (2.10)

n(n+1)
_
\/n(n+1)(2n+1) 7
24

die bereits in Abschnitt 2.2 zur approximativen Durchfithrung des Vorzeichen—Rangtests
flir groBere Stichprobenumfange eingefithrt wurde.

Im weiteren Verlauf bezeichne Py die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung bei
Vorliegen des Parameters ¢ = (Jy5. Dann folgt zunédchst aus der Darstellung (2.9) der
Teststatistik 7], des Vorzeichen-Rangtests die folgende Monotoniebeziehung:?*

(2.14) Py, (T, > ¢) < Py, (T, >¢) fiiralle c€ R und 9; < 05 .

Aus (2.14) und der Darstellung von Z,, folgt unmittelbar die entsprechende Monotonie-
beziehung fiir 7Z,,. Es gilt somit:

(2.15) Py, (Zn > c) < Py, (Zn > c) fiir alle c€ R und ¢4 <95 .
Weiter gilt unter den gegebenen Modellannahmen (M3) und (M4) fiir hinreichend grofie

Stichproben-Umfange n und alle ¥ € R in einer hinreichend kleinen Umgebung des
Nullpunktes die folgende Approximation:2®

(2.16) Py(Z,<c) = ®(c—V12n 1V ) fir ceR mit [ :/ fo(x) dx .

Schlieflich erh&lt man fiir das Integral / unter den gegebenen Modellannahmen (M3)
und (M4) die folgende Abschétzung, die bei Betrachtung der einzelnen Test—Situationen
benotigt wird:

(2.17) I = /_OO fi(z)dx > 235ﬁ

Die Herleitung dieser Ungleichung erfolgt vollkommen analog zum Beweis von Th. 2.6.3
in [5] mit dem einzigen Unterschied, dass hier gemaf Modellannahme (M4) die Bedingung

/ 2% fo(x)dr = o}, anstelle von / 2% fo(x)dr =1

verwendet wird.

24Man vgl. hierzu [5], p. 48.
?5Bine ausfiihrliche Herleitung der einzelnen Approximationsschritte, die hierbei bendtigt werden, ist in
[5], Sec. 2.5 und Sec. 2.6 angegeben.
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Analog zu 1.3 betrachten wir auch hier zundchst den einseitigen Vorzeichen—Rangtest
zu den Hypothesen

(111) H[) . Qo.g) Z 0 gegen Hl : Q0.5 < O,

der die aus Sicht des Konsumenten interessierende Fragestellung, ob die Konsumenten—
Messwerte signifikant geringer als die Flasherlisten—Messwerte ausfallen, statistisch tiber-
priift (im zuvor angegebenen Sinne).

Das Ziel besteht darin, den Mindest—Stichprobenumfang n so festzulegen, dass durch
diesen statistischen Test bei vorgegebener Toleranz 6 > 0 und vorgegebenem 3 € (0, 1)
eine Abweichung

Qos < =0

mit einer Wahrscheinlichkeit, die mindestens 1 — 3 betragt, als signifikant festgestellt
wird.?® Gemaf der approximativen Entscheidungsregel (iii) auf S. 33 wird bei vorgege-
benem Signifikanzniveau o € (0,1) die Nullhypothese Hy : Qo5 > 0 abgelehnt und
hiermit eine Abweichung (g5 < 0 als signifikant festgestellt, falls 7, < u, gilt. Somit
ist der Mindest—Stichprobenumfang n so zu wahlen, dass fiir ¥ = Qo5 < —¢ folgende
Ungleichung erfiillt ist:

(2.18) 1—8 < Py(Zy < ua) -

Aufgrund der Monotoniebeziehung im Parameter ¥ und der zuvor angegebenen Appro-
ximationen gilt fiir ¥ = Qg5 < —9:

(2.15) 2.16
(2.19) Py (Zn < o) > P_s(Zy < uq) ) ®(uq +V12n 1)
(2.17) 3v5
> O uy + V5 ov12n | .
25 Op

Somit ist (2.18) fiir alle ¥ = Qo5 < —0 (approximativ) erfiillt, falls gilt:

3\/3(5\/12n> <
250’D
3v5

w5 =0 (1-0) < uy+ 55

3v5

1-0 < @(ua+

oV12n <—

0D

ovV12n > Ul g — Ug = U1_g + Ul_qa e

25 Op
25 \? o2 5 125 o2 5
(2.20) n > (m) 5—12) (ul_g + U1—a) = 108 5—12) (ul_g + ul_a)

26Tn der vorliegenden Situation gibt 3 die maximal zugelassene Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art des
statistischen Tests fiir die betreffenden Parameter an, d.h. die maximale Wahrscheinlichkeit, mit der die
Nullhypothese Hy fiir Q.5 < —¢ fdlschlicherweise akzeptiert wird.
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Im weiteren Verlauf wird gezeigt, dass sich fiir den einseitigen Vorzeichen—Rangtest zu
den Hypothesen

(i) Ho: Qos<0 gegen H;: Qus>0,

der gleiche Mindest—Stichprobenumfang n wie fiir die zuvor behandelte Test—Situation
mit den Hypothesen (iii) ergibt.

In diesem Fall besteht das Ziel darin, den Mindest—Stichprobenumfang n so festzulegen,
dass durch den statistischen Test bei vorgegebener Toleranz ¢/ > 0 und vorgegebenem
B € (0,1) eine Abweichung

Qos = 0

mit einer Wahrscheinlichkeit, die mindestens 1 — 3 betragt, als signifikant festgestellt
wird.?” Gem&f der approximativen Entscheidungsregel (ii) auf S. 33 wird bei vorgegebe-
nem Signifikanzniveau o € (0, 1) die Nullhypothese Hy : Qo5 < 0 abgelehnt und hiermit
eine Abweichung Qg5 > 0 als signifikant festgestellt, falls 7, > u;_, gilt. Somit ist der
Mindest—Stichprobenumfang n so zu wahlen, dass fiir ¥ = @)y 5 > J folgende Ungleichung
erfiillt ist:

(2.21) 1-0 < Py(Zy > uwi—a) -

Aufgrund der Monotoniebeziehung im Parameter ¢ und der zuvor angegebenen Appro-
ximationen gilt fiir ¥ = Qg5 > 6:

(2.15) .
(2.22) Py(Zy>w10) > Ps(Zy>ura) 2 1= ®(uyo— V120 10)
(2.17)
= O(—u_a+VI12nI5) > CI)(—ul_a + 235\f 5\/1271) .
D

Somit ist (2.21) fiir alle ¥ = Q5 > 0 (approximativ) erfiillt, falls gilt:

3\/56\/1271) <—
250‘[)

345
wy = 01— ) < —up ot 2L

- 250’[)
3v5

]—_ﬁ S (I)(_ul—a+

OV12n <—

ovV12n > Ur—g + Ul—a <~

25 Op
25 \?o? 2 125 o 2
(223) n > (m) 5—2D (Ul_ﬁ + ul—a) = m 5—? (ul_ﬁ + ul—a)

27 Auch in diesem Fall gibt 3 die maximal zugelassene Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art des statistischen
Tests fiir die betreffenden Parameter an, d.h. die maximale Wahrscheinlichkeit, mit der die Nullhypothese
Hy fir Qo5 > § fdlschlicherweise akzeptiert wird.
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Bestimmung des erforderlichen Mindest—Stichprobenumfangs
fiir den Vorzeichen—Rangtest von Wilcoxon aus Abschnitt 2.2
(Zusammenfassung)

Approximative Bestimmung des erforderlichen Stichproben-Umfangs gem&f (2.20) bzw.
(2.23):

Test—Situation Mindest—Stichprobenumfang
(approximativ bestimmt)

Vorzeichen—-Rangtest zu (ii) . (125 0% (u Y )2 -

= | Tr0 2 l1-o 1-8
Hy: Qos <0 gegen Hy: Qps >0 108 62
Vorzeichen—Rangtest zu (iii) . r % @ (u1 s 5)2 _
Hy: Qos >0 gegen Hi: Qos <0 108 §2

Fir x € R bezeichnet hierbei [z| = min{k € Z|k > x} die obere Gaufklammer von x.
Weiter bezeichnet v, fiir ¢ € (0,1) das ¢—Quantil der Standard-Normalverteilung.?®

Es sind a,3 € (0,1) die vorgegebenen Fehlerwahrscheinlichkeiten, % bezeichnet die
(unbekannte) Varianz der Differenzwerte D;, ..., D, gemafl Modellannahme (M4), und
0 > 0 ist die jeweils vorgegebene Toleranz, ab der Abweichungen des Medians ()y 5 von 0
erkannt werden sollen.

Abhéngigkeit von der (unbekannten) Varianz o3

Ebenso wie die Tabellen zur Bestimmung des erforderlichen Mindest—Stichprobenum-
fangs fiir den t—Test in Abschnitt 1.3 enthalten auch die hier angegebenen Formeln fiir
den Mindest—Stichprobenumfang jeweils noch die unbekannte Varianz o der Messwert—
Differenzen D, ..., D,. Analog zur Vorgehensweise fiir den parametrischen {—Test beste-
hen auch hier die folgenden beiden Méglichkeiten zur konkreten Berechnung der ange-
gebenen Mindest—Stichprobenumfinge:

(i) Die unbekannte Varianz o% wird aus einer anderen Stichprobe von Messwert—

Differenzen D, ..., D, geschatzt. Eine Moglichkeit, eine derartige Schatzung fiir
02, aus den Flasher-Daten zu gewinnen, wurde bereits auf S. 23 in Abschnitt 1.3

beschrieben.

(i) Die Toleranz §, ab der Abweichungen des Medians (Jp5 von 0 erkannt werden
sollen, wird als Vielfaches der (unbekannten) Standardabweichung op gewahlt,
d.h. 0 = cop mit geeignet gewahlten Koffizienten c. Auf diese Weise wurden die
Stichprobenumfange in den folgenden Beispielen berechnet.

8In Abschnitt A.2 des Anhangs ist eine Tabelle mit Quantilen u, fiir ausgewdhlte ¢ € (0, 1) angegeben.
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Beispiele:

Approximative Bestimmung des erforderlichen Stichproben—-Umfangs fiir den Vorzeichen—
Rangtest von Wilcoxon mittels der Ungleichungen (2.20) bzw. (2.23) zu ausgewd&hlten
Fehlerwahrscheinlichkeiten «, 5 € (0,1) und Toleranzen § = cop mit ausgewdhlten
Koffizienten ¢ € (0, 1):

Test—Situation | « I} Erforderlicher Mindest—Stichprobenumfang n

(5:0.3'0'D 520.5'0'D (520.8'0'1) 6:O'D

(ii), (iii) 0.05 | 0.10 111 40 16 10
(i1), (iii) 0.10 | 0.10 85 31 12 8
(i1), (iii) 0.05 | 0.20 80 29 12 8

(ii), (iid) 0.10 | 0.20 58 21 9 6
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3 Annahme—Priifung unter Beriicksichtigung
geringer Chargen—Umfinge

Neben groflen photovoltaischen Anlagen mit (teilweise weit) iiber 1000 verbauten So-
larmodulen werden hdufig auch kleinere Anlagen zusammengestellt, bei denen die Ge-
samtzahl der enthaltenen Solarmodule im Bereich 100 bis 300 liegt. Dies trifft insbe-
sondere fiir private Betreiber zu. Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung geeigneter Ent-
scheidungsregeln und Priifplane zur stichprobenartigen Kontrolle der Modul-Leistungen
unter Berticksichtigung dieser Begrenzung.

Hierzu ist wiederum eine Unterscheidung der vier Szenarien erforderlich, die bereits
eingangs in Kapitel 1 vorgestellt und ausfiihrlich erlautert wurden. Wie man den Herlei-
tungen in [8] entnehmen kann, ergeben sich fiir die beiden Situationen mit vorhandener
Flasherliste und ebenso fiir den Fall ohne vorhandene Flasherliste mit Annahme einer den
Solarmodul-Leistungen zugrundeliegenden Normalverteilung jeweils keine einschranken-
den Bedingungen fiir den Umfang N der betreffenden Charge. Dariiber hinaus liefern die
zugehorigen Beispiel-Rechnungen in [8] fiir diese drei Situationen Stichprobenumfénge
in Groflenordnungen, die einer Beschrankung des Chargen—Umfangs N auf maximal 300
Solarmodule (zumindest) nicht widersprechen. Insofern sind die fiir diese drei Situationen
in [8] entwickelten Verfahren — bei entsprechend gewé&hlten Qualitdtsanspriichen — auch
geeignet fiir die stichprobenartige Kontrolle von Solarmodul-Lieferungen, deren Umfang
im zuvor angegeben Bereich liegt.

Dies trifft jedoch nicht zu auf die in [8] erste betrachtete Situation ohne vorhandene
Flasherliste und ohne spezielle Verteilungsannahme. Im Unterschied zu den iibrigen drei
Szenarien werden in [8], Abschnitt 2 Approximationen verwendet, welche im Hinblick auf
ausreichende Genauigkeit die Bedingung N > 10n zur Folge haben.?® Hierbei bezeichnet
n den Stichprobenumfang. Aufgrund dieser Relation ergeben sich fiir die in den Beispiel-
Rechnungen ermittelten Stichprobenumfange mit N = 3200 bzw. N = 1070 Chargen—
Umfange, die weit oberhalb des zuvor angegebenen Bereichs liegen.

Im folgenden Abschnitt wird daher auch fiir diese Situation eine Entscheidungsregel ein-
schliellich der Bestimmung des zugehorigen Priifplans hergeleitet, welche keine spezielle
Begrenzung des Chargen—Umfangs erfordert.

Es sei an dieser Stelle allerdings nochmals daran erinnert, dass die hier betrachtete Si-
tuation ohne vorhandene Flasherliste und ohne spezielle Verteilungsannahme fiir den
Betreiber die geringstmdgliche Information bietet. Als Konsequenz hieraus ergeben sich
(teilweise erheblich) héhere Stichprobenumfange als fiir die iibrigen drei Szenarien. Des-
halb kann man in dieser Situation — zumindest fiir praxisrelevante Parameterkonstel-
lationen — generell keine niedrigen Stichprobenumfinge erwarten. Aufgrund der stets
giiltigen Relation n < N wird eine Anwendung der im folgenden Abschnitt entwickelten

29Genauer ist diese Bedingung erforderlich fiir die Approximation der hypergeometrischen Verteilung
durch die Binomialverteilung.
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Entscheidungsregel auf Produktionschargen mit sehr geringen Umfangen deshalb nach
wie vor nicht moglich sein, sofern man nicht die Qualitatsanspriiche erheblich herabsetzen
mochte.
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3.1 Priifplan—Bestimmung fiir kleinere Chargen—Umfinge
in der Situation ohne Flasher—-Daten ohne Normal-
verteilungsannahme

Um eine geschlossene Darstellung zu gewahrleisten, werden zu Beginn dieses Abschnitts
fiir die betrachtete Situation zun&chst die bereits in [8] getroffenen Modellannahmen
sowie die zugehorigen Begriffe und Bezeichnungen zusammengefasst:

Modellannahmen:3°

(1) Uber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Solarmodul-Leistungen liegt dem Kon-
sumenten (Betreiber der PV-Anlage) keinerlei Information vor.

(ii) Der Produzent der Solarmodule quantifiziert die Nennleistung auf py. Wie er auf
diesen Wert kommt und ob dieser gerechtfertigt ist, spielt dabei keine Rolle.

(iii) Ein Modul gilt als tolerierbar, wenn seine Leistung in einem vorgegebenen Intervall
I1,,, liegt, das sinnvoller Weise y, enthélt. Die Festlegung dieses Toleranzbereiches
basiert dabei auf der (subjektiven) Einschatzung des Betreibers der PV-Anlage
und muss bei Vertragsabschluss ggf. mit dem Produzenten der Solarmodule ab-
gestimmt worden sein. Technische Aspekte sollten hier die entscheidende Rolle
spielen.

Im weiteren Verlauf wird als Toleranzbereich jeweils das Intervall I, := [ug — €,00)
betrachtet, d.h. es werden ausschliefllich Unterschreitungen der Nennleistung um die
Toleranz ¢ > 0 als nicht mehr akzeptierbar angesehen. In der Praxis wird regelmaflig mit
e = 0.05 o gearbeitet, d.h. mit einer Toleranz von 5%.

Entscheidungsregel und zugehorige Teststatistik:

Es bezeichnen n den Stichprobenumfang und P,..., P, die gemessenen Leistungen der
Stichproben—Solarmodule. Dann akzeptiert der Betreiber der PV-Anlage die Lieferung
genau dann, wenn die Anzahl der nicht tolerierbaren Module einen bestimmten Wert ¢
nicht iiberschreitet, d.h. wenn gilt:

(3.1) o= Upgng = ) Mrcu-a < ¢
=1 =1

Das Ziel der weiteren Ausfilhrungen besteht in der Bestimmung eines (optimalen) Priif-
plans (n,c) zu dieser Entscheidungsregel, d.h. in der Bestimmung eines Stichproben-
umfangs n und einer Testschranke ¢, die beide in einem noch zu prazisierenden Sinne
optimal gewahlt werden sollen.

30Zur Abgrenzung gegeniiber den in den ersten beiden Kapiteln formulierten Modellannahmen wird hier
eine andere Numerierung als in [8] gewahlt.
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Herleitung der exakten Annahme—Wahrscheinlichkeit

Es bezeichnen N die (bekannte) Anzahl der gelieferten Solarmodule, d.h. den Umfang der
Charge, und N; die (unbekannte) Anzahl der nicht tolerierbaren Solarmodule innerhalb
der Lieferung. Dann gibt

den (ebenfalls unbekannten) relativen Anteil der nicht tolerierbaren Solarmodule in-
nerhalb der Charge an. Man beachte die unterschiedliche Bedeutung des Parameters p
gegeniiber den iibrigen Szenarien, in denen p jeweils die Ablehnwahrscheinlichkeit fiir
ein einzelnes Solarmodul angibt. Wahrend p als Wahrscheinlichkeit jeden Wert des kon-
tinuierlichen Bereichs [0, 1] annehmen kann, ist hier der Wertebereich fiir p begrenzt
auf die (endliche) Menge {0,1/N,...,(N —1)/N, 1}. Dies wird spater Auswirkungen auf
graphische Darstellungen von Annahme—Kennlinien fiir die gegebene Situation haben.3!

Wie bereits in [8], Abschnitt 2.2 ndher erldutert wird, basiert die zuvor angegebene Ent-
scheidungsregel auf einem Zufallsexperiment, das durch eine hypergeometrische Vertei-

lung geeignet modelliert wird. Mit den zuvor eingefiihrten Bezeichnungen ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass sich unter den n Stichproben—Modulen genau k nicht tolerier-

bare befinden, gegeben durch®?
() Co)
K N”_k fir ke {0,...,n}.
n

Hierbei bezeichnet H,,.n, y die hypergeometrische Verteilung mit Parametern N, N; und

(32) Hn;Nl,N({k}) =

n.

Da die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten geméaf (3.2) aufgrund der auftretenden Bi-
nomialkoeffizienten mit groflem Aufwand verbunden ist, werden praktische Berechnun-
gen haufig mittels entsprechender Approximationen durch eine Binomialverteilung bzw.
— In einem zweiten Approximationsschritt — durch eine Poisson—Verteilung mit jeweils
geeignet gewdhlten Parametern durchgefiihrt. Dieser Zugang wurde auch in [8] gewéahlt.
Wie bereits erwahnt, fiihren derartige Approximationen jedoch zu einschrankenden Be-
dingungen an die zugehorigen Parameter, wenn die Naherungen mit ausreichend hoher
Genauigkeit erfolgen sollen.

Deshalb wird im weiteren Verlauf dieses Abschnitts — abweichend von der Vorgehensweise
in [8], Abschnitt 2.2 — die Annahme-Wahrscheinlichkeit nicht approximativ, sondern
stattdessen mittels (3.2) exakt bestimmt.

31Man vgl. hierzu die entpsrechende Bemerkung in Abschnitt 4.1.
32Gem3aB Definition der auftretenden Binomialkoeffizienten koénnen hierbei Werte k& > N; bzw.
k <n — N + Njp jeweils nur mit Wahrscheinlichkeit 0 vorkommen.
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Innerhalb des in [8] hergeleiteten approximativen Zugangs ergab sich zu einem gege-
benen Priifplan (n,c) eine Annahme-Wahrscheinlichkeit, die ansonsten nur noch vom
relativen Ausschussanteil p = N;/N abhing. Wie im weiteren Verlauf gezeigt wird, hangt
die exakt bestimmte Annahme—Wahrscheinlichkeit zusatzlich noch vom Umfang N der
Solarmodul-Lieferung ab. Dementsprechend bezeichne zu gegebenem Chargen-Umfang
N und zu einem gegebenen Priifplan (n, ¢), d.h. zu gegebenem Stichprobenumfang n und
zugehoriger Testschranke ¢

. N 1 N -1
(3:3) AN,n,c(p) = PP(T” < C) fir p= N © {O NN 1}

die Annahme—Wahrscheinlichkeit fiir die Solarmodul-Lieferung in Abhédngigkeit vom re-
lativen Anteil p der nicht tolerierbaren Solarmodule innerhalb der Charge.

Wie zuvor erlautert, geniigt die (zuféllige) Anzahl 7), in der betrachteten Situation einer
hypergeometrischen Verteilung mit Parametern NV, N; und n. Es bezeichne G, n, y die
zugehorige Verteilungsfunktion. Dann erhélt man aus (3.3) und (3.2) folgende (exakte)
Darstellung fiir die Annahme-Wahrscheinlichkeit:

(34)  Annclp) = Gunin ZH”M ({1) () kz( )(N ]/Zl)
Mo

O1 N—ll
N’ A

Die Festlegung des Qualitatsanspruchs erfolgt nun wiederum analog zur Vorgehensweise

fir p= N

n [8], Abschnitt 2.2. Hierzu werden (jeweils kleine) Parameter p,, pg € (0,1) mit p, < ps
so spezifiziert, dass relative Ausschussanteile p < p, einer ,hohen Qualitat“ der Charge
und relative Ausschussanteile p > ps einer , geringen Qualitat® der Charge entsprechen.
Um eine wirkliche Trennung zwischen hoher und geringer Qualitat zu garantieren, wird
zusdtzlich pg — p, > 1/N gefordert.

Chargen mit hoher Qualitdt sollten nun mit grofler Wahrscheinlichkeit angenommen
werden, Chargen mit geringer Qualtitat hingegen nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit.
Dementsprechend soll die Annahmewahrscheinlichkeit zu vorgegebenen Parametern
a, 3 € (0,1) die folgenden beiden Bedingungen erfiillen:3

N

(A) ANpe(p) 2 o firalle p= Wl < Pa
, Ny

(B) Anne(p) < f fiiralle p= ~ > pgs -

Hierbei wird zusatzlich o > 0.5 > [ gefordert, wobel o grol und /3 klein gewahlt werden.
In der zugehorigen Literatur werden [ als Konsumentenrisiko und 1 — « als Produzen-
tenisiko bezeichnet.

33Man beachte, dass der Definitionsbereich von Ay, . gema8 (3.4) durch {0,1/N,...,(N —1)/N,1}
gegeben ist. Je nach Wahl von p,, pg sind somit Ay p.c(pa) bz2W. Ay nc(pg) gar nicht definiert.
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Man kann zeigen, dass bei gegebenen N € Ny n € {1,..., N} und c € {0,...,n} die Ab-
bildung Ny — G,.n, n(c) monoton fallend auf {0,..., N} und somit auch die Abbildung
p — Apnn.(p) monoton fallend auf {0,1/N,..., (N —1)/N,1} ist .

In der folgenden Vorschrift wird nun angegeben, wie der Stichprobenumfang n und die
Testschranke ¢ zu wéhlen sind, damit die zugehdérige Annahmewahrscheinlichkeit Ay,
die beiden Bedingungen (A) und (B) zu vorgegebenen Parametern p,, pg, o und [ erfiillt.
Damit ist der Priifplan (n,c) zu der zuvor formulierten Entscheidungsregel (in diesem
Sinne optimal) festgelegt.

Vorschrift zur Bestimmung des Priifplans

Man setze N, := | N p,| und Nz := [N pg]| .3

Fir n € {1,..., N} wird dann beginnend mit dem kleinstmdglichen Stichprobenumfang
n = 1 der folgende Algorithmus durchlaufen:

(1) ¢ wird als kleinste Zahl k € {0,...,n} mit G,.n, n(k) > o gewdhlt, d.h.%
¢ == G,y (@) = min{k € {0,...,n} | Grinan (k) > a}
(2) Mit dem in (1) bestimmten c wird iiberpriift, ob die Bedingung Gy, n(c) < 3
erfiillt ist.

Falls die Bedingung in (2) fiir ein gewdhltes n € {1,..., N} erfiillt ist, hat man den
optimalen Priifplan (n,c) gefunden. Andernfalls werden die Schritte (1) und (2) mit der
néchstgréferen natiirlichen Zahl n € {1,..., N} durchlaufen.

Zur Begriindung dieser Vorschrift stellen wir zunéchst fest, dass aufgrund der Defini-
tionen von N, und Npg gilt:

N

(3.5) lep < pa = N < Np, & N, < |[Np,] =N, und
Ny N1€No

(36) W:prg e leNpg = leerpB—IZN/g

Sei nun fiir ein n € {1,...,N} und ¢ := G;ﬁva(a) (gemaB der Festlegung in (1))
die Bedingung G.n,n(c) < (3 aus (2) erfiillt. Dann gilt aufgrund der Monotonie von
Ny — Gy n(c) fiir alle p = Ny /N < p,, d.h. fiir allep = N;/N € {0,1/N,...,N,/N}
gemaB (3.5):

3.4 ef. ¢ _
Ay o) 2 Gon n(0) > Grwan(c) PE Grunen (Grvan(@) = a.

Somit ist die Bedingung (A) erfiillt.

34 Untere GauBklammer von N p, bzw. obere Gaufklammer von N pg, d.h. N, ist die grofite ganze
Zahl kleiner oder gleich NV p, und Vg die kleinste ganze Zahl grofier oder gleich NV pg.
35Somit wird ¢ als a—Quantil der hypergeometrischen Verteilung mit Parametern N, N,, und n gew&hlt.



3.1 Priifplan-Bestimmung zu Szenario 1 fiir kleinere Chargen-Umfange 51

Andererseits gilt wiederum aufgrund der Monotonie von N; +— G,.n, v(c) fiir alle
p = Ni/N > pg, d.h. fiir alle p = N;/N € {Ng/N,..., (N —1)/N,1} geméa8B (3.6):

: (2)
AN,n,c<p) (3:4) Gn;N1,N(C) S Gn;Ng,N(C) S 6

Somit ist auch die Bedingung (B) erfiillt und daher insgesamt ein Priifplan (n,c) be-
stimmt, der den beiden geforderten Bedingungen gentigt.

Sei nun Gy, n(c) > f fiir einn € {1,...,N} und ¢ := G,y y(a). Dann gilt fiir alle
c1 > c aufgrund der Monotonie der Verteilungsfunktion G, NsN

N 3.4
AN,n,cl (WB) (:) Gn;Ng,N(Cl) 2 Gn;Ng,N<C) > ﬁ :

Andererseits gilt gemafl der Festlegung von c fiir alle ¢, < ¢

N, 3.4
.AN,n,cg (W) (:) Gn;Na,N(CQ) < .
Somit ist fiir diesen gewahlten Stichprobenumfang n und jede beliebige Testschranke c
mindestens eine der beiden Bedingungen (A) oder (B) verletzt, was den Ubergang zum
nachstgroferen Stichprobenumfang erfordert.

Bemerkungen:

Fir n = N und c € {0,..., N} erhdlt man aus der Darstellung (3.4):

Nl 1 fiir N1€{O,...,c},
AN,N,C AT = .
N 0 fir Nye{c+1,...,N}.

Aufgrund der zusatzlichen Forderung ps — p, > 1/N endet somit der zuvor angege-
bene Algorithmus spatestens mit dem gréfStmoglichen Stichprobenumfang n = N.
Im auflersten Fall fiihrt das Verfahren somit zu einer vollstandigen Kontrolle der
gesamten Solarmodul-Lieferung.

Wie bereits zuvor erwahnt, hdngen die (exakte) Annahme—Wahrscheinlichkeit und
damit — aufgrund der Bedingungen (A) und (B) — auch der zu bestimmende
Priifplan (n, ¢) zusatzlich noch vom Chargen-Umfang N ab.
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3.2 Beispiele zur Priifplan-Bestimmung fiir kleinere Chargen-
Umfinge in der Situation ohne Flasher—Daten ohne Normal-
verteilungsannahme

In den folgenden Tabellen sind fiir eine Reihe praxisrelevanter Konstellationen der Pa-
rameter p,, ps, o und 3 die zugehorigen Priifplane basierend auf der jeweils exakt be-
stimmten Annahme-Wahrscheinlichkeit gem3afl (3.4) angegeben. Im Unterschied zu den
in [8] betrachteten Szenarien ist hierbei zusétzlich die Abhangigkeit der Priifplane vom
Umfang N der Solarmodul-Lieferung zu beriicksichtigen.

Entsprechend des eingangs von Kapitel 3 hierzu angegebenen Bereichs werden in den
folgenden Beispielen die Chargen-Umfange N = 100, N = 200, N = 300 sowie N = 500
betrachtet. Der letzte Umfang (oberhalb des Bereichs 100 — 300) wurde hierbei zum
Vergleich mit den Ergebnissen des approximativen Zugangs in [8] gewé&hlt.
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N =100

Pa ps o B n

0.01 0.03 0.95 0.05 87
0.01 0.03 0.90 0.10 81
0.01 0.05 0.95 0.05 65
0.01 0.05 0.90 0.10 58
0.03 0.05 0.95 0.05 92
0.03 0.05 0.90 0.10 89
0.03 0.10 0.95 0.05 60
0.03 0.10 0.90 0.10 44

N =200

Pa J 2 o} 5} n

0.01 0.03 0.95 0.05 145
0.01 0.03 0.90 0.10 133
0.01 0.05 0.95 0.05 101
0.01 0.05 0.90 0.10 89
0.03 0.05 0.95 0.05 170
0.03 0.05 0.90 0.10 162
0.03 0.10 0.95 0.05 79
0.03 0.10 0.90 0.10 60
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N =300
Dar D ! 154 n c
0.01 0.03 0.95 0.05 196 3
0.01 0.03 0.90 0.10 179 3
0.01 0.05 0.95 0.05 108 2
0.01 0.05 0.90 0.10 94 2
0.03 0.05 0.95 0.05 242 9
0.03 0.05 0.90 0.10 215 8
0.03 0.10 0.95 0.05 94 5
0.03 0.10 0.90 0.10 62 3
N =500
Pa D3 Q 1] n c
0.01 0.03 0.95 0.05 254 4
0.01 0.03 0.90 0.10 196 3
0.01 0.05 0.95 0.05 139 3
0.01 0.05 0.90 0.10 99 2
0.03 0.05 0.95 0.05 346 13
0.03 0.05 0.90 0.10 292 11
0.03 0.10 0.95 0.05 110 6
0.03 0.10 0.90 0.10 75 4
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Wie bereits auf S. 3 erwdhnt, bietet die innerhalb dieses Kapitels betrachtete Situation
ohne vorhandene Flasherliste und ohne spezielle Verteilungsannahme fiir den Betreiber
der Solarmodul-Anlage die geringstmdgliche Information. Dementsprechend ergeben sich
insgesamt — wie erwartet — in den vorangehenden Tabellen jeweils relativ hohe Stichpro-
benumfange.

Hierbei kann man anhand der unterschiedlich gewahlten Konstellationen der Parameter
Pa, Pg, @ und 3 sehr deutlich die starke Abhangigkeit des Stichprobenumfangs n von
den vorgegebenen Qualtitdtsanspriichen erkennen. Wahrend die restriktiveren Parame-
terwahlen Kontrollen in einem Umfang, der sich im Bereich der Totalinspektion bewegt,
erfordern, konnen vergleichsweise moderate Abschwéachungen der Anforderungen zu teil-
weise erheblich reduzierten Stichprobenumfangen fiithren.

Wie in Abschnitt 3.1 ausfiihrlich erlautert wurde, diente die Beriicksichtigung der exak-
ten Annahme-Wahrscheinlichkeit gegeniiber dem approximativen Zugang in erster Linie
dazu, auch fiir Solarmodul-Lieferungen mit geringeren Chargen—Umféangen ein anwend-
bares Verfahren zur Verfiigung zu stellen. Der Vergleich mit den entsprechenden Er-
gebnissen auf S. 9 in [8] zeigt dariiber hinaus, dass das hier angegebene Verfahren —
insbesondere fiir Lieferungen kleineren Umfangs bei ansonsten gleichen Parameterkon-
stellationen — zu teilweise deutlich geringeren Stichprobenumféngen und damit auch zu
geringeren Kosten fiihrt.
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4 Graphische Darstellungen der Annahme—Kennlini-
en und der erreichbaren statistischen Relevanz zu
vorgegebenen Stichprobenumfingen

In [8] wurden fiir die unterschiedlichen Situationen mit/ohne Vorliegen von Flasher—
Daten bzw. mit/ohne Annahme einer den Solarmodul-Leistungen zugrundeliegenden
Normalverteilung die jeweils zugehodrige, optimale Entscheidungsregel und die Festle-
gung des zugehdrigen Priifplans (n, c) hergeleitet. Hierbei ergaben sich aus den Berech-
nungen fiir praxisrelevante Parameterkonstellationen in einzelnen Féallen relativ hohe
Stichprobenumfange n.

Bedingt durch das vorhandene Personal bzw. die mit der Uberpriifung von Solarmodu-
len verbundenen Kosten konnen Stichproben—Untersuchungen oftmals nicht in hohem
Umfang durchgefithrt werden. Deshalb wird innerhalb dieses Kapitels die umgekehrte
Fragestellung betrachtet:

Ausgehend von ausgewdhlten (relativ geringen) Stichprobenumfangen, fiir welche die
praktische Durchfiihrbarkeit gewahrleistet ist, wird die hiermit jeweils erreichbare sta-
tistische Sicherheit im Sinne der zugehorigen Produzenten— bzw. Konsumentenrisiken
analysiert.

In [8] mussten zur Bestimmung des optimalen Priifplans (n,c) jeweils beide Punkte
(Pa, @) sowie (pg, 3) vorgegeben werden. Wie bereits zuvor erwahnt, wird innerhalb dieses
Kapitels jeweils der Stichprobenumfang n vorgegeben, und somit muss lediglich noch die
Testschranke ¢ zur Festlegung des Priifplans (n,c) bestimmt werden. Hierzu reicht die
Vorgabe eines der beiden Punkte (p,, o) bzw. (pg, 3) aus.

Im weiteren Verlauf werden jeweils bestimmte, praxisrelvante Werte fiir die sogenannte
Annahmegrenze p, und das zugehdrige Konfidenzlevel o betrachtet.*® Hiermit wird das
Risiko, welches filir den Produzenten der Solarmodule aufgrund falschlicherweise bean-
standeter Lieferungen entsteht, festgelegt. Unter dieser Vorgabe konnen die zugehorige
optimale Testschranke ¢ und somit auch der zugehdrige Priifplan (n, ¢) bestimmt werden.

In [8] wurde fiir die unterschiedlichen Situationen jeweils die Wahrscheinlichkeit A, .(p),
mit der eine Solarmodul-Lieferung aufgrund des zugehorigen (optimalen) Priifplans (n, ¢)
vom Betreiber der Anlage akzeptiert wird, hergeleitet. Diese Wahrscheinlichkeit ist ihrer-
seits eine Funktion der Wahrscheinlichkeit p € [0, 1], mit der die Leistung eines einzelnen
Solarmoduls als nicht mehr tolerierbar betrachtet wird (vgl. [8]). Die graphische Dar-
stellung der Wahrscheinlichkeit A, .(p) als Funktion von p iiber dem gesamten Bereich
[0,1] wird als Annahme-Kennlinie bezeichnet.

36Hierbei ist zu beachten, dass in der gegebenen Situation das in der zugehdrigen Literatur haufig
verwendete Produzentenrisiko gemaf der Festlegung von « in [8] durch 1 — « gegeben ist.
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Im weiteren Verlauf werden derartige Annahme—Kennlinien fiir die unterschiedlichen
Szenarien mit/ohne Vorliegen von Flasher—Daten bzw. mit/ohne Annahme einer den
Solarmodul-Leistungen zugrundeliegenden Normalverteilung zu vorgegebenen (gerin-
gen) Stichprobenumfangen n und ausgewéahlten Parameterkonstellationen (p,,«) dar-
gestellt.

Anhand dieser Kennlinien kann zu einem beliebig gewahlten Ausschussanteil p > p,
(innerhalb sinnvoller Grenzen) die zugehérige Annahmewahrscheinlichkeit A, .(p) fiir
die Annahme einer Solarmodul-Lieferung unmittelbar abgelesen werden. Fiir einen Pa-
rameter p, der schlechter Qualitdt entspricht, gibt A, .(p) fiir den Betreiber der Anlage
gerade die Risiko—Wahrscheinlichkeit an, mit der er die Solarmodul-Lieferung falschli-
cherweise akzeptiert. In diesem Sinne ermdglichen die dargestellten Annahme—Kennlinien
dem Betreiber der Solarmodul-Anlage jeweils eine Bewertung der statistischen Relevanz
seiner Entscheidungsregel bzw. des zugehdrigen Priifplans (n,c¢) zu dem jeweiligen, von
ihm vorgegebenen, Stichprobenumfang n.

Dariiber hinaus ermoglichen die im weiteren Verlauf dargestellten Annahme—Kennlinien
Vergleichsbetrachtungen sowohl fiir die unterschiedlichen betrachteten Szenarien als auch
fiir die unterschiedlichen vorgegebenen Parameter p, bzw. a.
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4.1 Annahme-Kennlinien fiir die Situation
ohne Flasher—Daten ohne Normalverteilungsannahme

Der Reihenfolge in [8] entsprechend betrachten wir innerhalb dieses ersten Abschnitts
von Kapitel 4 zunédchst die Situation ohne Flasher-Daten und ohne die Annahme einer
den Solarmodul-Leistungen zugrundeliegenden Normalverteilung.

Gemaf der eingangs erlauterten Vorgehensweise wird innerhalb dieses gesamten Kapi-
tels das Verhalten der betreffenden Entscheidungsregeln im Hinblick auf Produzenten—
bzw. Konsumentenrisiken jeweils auf Basis relativ geringer Stichprobenumfangen analy-
siert. Deshalb wird fiir die statistischen Untersuchungen innerhalb dieses Abschnitts die
im vorherigen Kapitel hergeleitete exakte Darstellung der Annahme—Wahrscheinlichkeit
verwendet. Zu gegebenem Umfang N der Solarmodul-Lieferung und gegebenem Priifplan
(n,c) ist diese Annahme-Wahrscheinlichkeit gemé&f (3.4) gegeben durch:

(4.1)  Annclp) = Gunn(c) = (JD ) Z (]Zl) (A;_—]fjl)

k=0

. N 1 N -1
fiir p:WG O,N,...,T,l .

Hierbei bezeichnet G, n, y(c) die Verteilungsfunktion der hypergeometrischen Verteilung
mit Parametern N, N; und n, und p gibt den relativen Ausschuss—Anteil innerhalb
der Solarmodul-Lieferung an. Wie bereits in Kapitel 3 ausgefiihrt wurde, hadngt die
Annahme-Wahrscheinlichkeit in dieser Situation sowohl vom Priifplan (n,c) als auch
(zusdtzlich) vom Chargen-Umfang N ab.

Den allgemeinen Erlauterungen zu Beginn dieses Kapitels zufolge sollen die Entschei-
dungsregel und der zugehorige Priifplan (n,c) so festgelegt werden, dass die Annahme—
Wahrscheinlichkeit fiir die Solarmodul-Lieferung zu vorgegebener (klein gewahlter) An-
nahmegrenze p, € {0,1/N,..., (N —1)/N,1} und (gro gewdhltem) zugehdrigen Konfi-
denzlevel o € (0,1) folgende Bedingung erfiillt:3’

(4.2) Anne(pa) > .

Fir jeden Ausschuss—Anteil p > p,, der einer schlechten Qualitat der Solarmodule
entspricht, sollte die Wahrscheinlichkeit Ay, .(p), mit der die Modul-Lieferung (trotz
schlechter Qualtitdt) vom Betreiber akzeptiert wird, moglichst gering ausfallen. In der
vorliegenden Situation ist die in diesem Sinne optimale (ganzzahlige) Testschranke ¢ zu
gewahltem Stichprobenumfang n dann gegeben durch

(4.3) c = G;;leN(a) = min{k € {0,...,n} | Gun.n(k) > a}

mit N, := | N p,].*® Die optimale Testschranke ¢ stimmt somit {iberein mit dem a—Quan-
til der hypergeometrischen Verteilung mit Parametern N, N, und n .

37Vgl. Bedingung (A) in [8], S. 7.

38Hier gilt N, = N p,, da p, € {0,1/N,..., (N —1)/N,1} gewahlt wird.

39Man vergleiche hierzu die auf Seite 50 angegebene Vorschrift zur Bestimmung des Priifplans in dieser
Situation.
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Zur Begriindung sei bemerkt, dass fiir jedes ¢; < ¢ gilt:

a1 (4.3)
AN,n,cl(pa) (:) Gn;Na,N(Cl) < .

Somit ist die geforderte Bedingung (4.2) fiir kein ¢; < ¢ erfiillt.

Andererseits folgt fiir ¢ > ¢ und jedes p = N;/N € {0,1/N,...,(N —1)/N, 1} aufgrund
der Monotonie der Verteilungsfunktion G,,.n, n:

4.1 4.1
AN,n,cg(p) (:) Gn;N1,N(CQ) Z Gn;Nl,N(C) (:) AN,n,c(p) .

Somit ergibt sich fiir jedes p € {0,1/N,...,(N—1)/N,1} (insbesondere fiir die Parameter
p, die schlechte Qualitat représentieren) bei Wahl einer Testschranke ¢y > ¢ jeweils eine
Annahmewahrscheinlichkeit fiir die Solarmodul-Lieferung, die mindestens so hoch wie
die zur Testschranke c ist.

Es sei noch angemerkt, dass der Wert « aufgrund der Diskretheit der hypergeometrischen
Verteilung im Allgemeinen nicht angenommen wird. Dies zeigt sich auch anhand der auf
den folgenden Seiten dargestellten Annahme—Kennlinien, die gréftenteils oberhalb des
Punktes (p,, @) verlaufen.

Wie in (4.1) angegeben, ist der Definitionsbereich der Funktion Ay, . auf die (endliche)
Menge {0,1/N,...,(N—1)/N, 1} begrenzt. Demzufolge wiirde die zugehdrige Annahme-
Kennlinie nur aus isolierten Punkten bestehen. Da sich das statistische Verhalten des be-
treffenden Priifplans weitaus besser mit Hilfe einer geschlossenen Kurve veranschaulichen
lasst, werden — wie in diesem Kontext {iblich — der Definitionsbereich der Funktion
Ap .. auf das gesamte Intervall [0, 1] erweitert und die fehlenden Funktionswerte mit-
tels einer geeigneten Interpolation bestimmt. Im Sinne dieser Erweiterung ergibt sich
zu gegebenem Chargen-Umfang N und gegebenem Priifplan (n,c) fiir die zugehdrige
Annahme-Wahrscheinlichkeit Ay ,, . die folgende Darstellung (fiir ¢ <n — 1):

¢ c
1 fi <p< —
ur 0<p< N
n—1 i L n k—1 i n—k—1
(H<1‘N>> (k)(ﬂ(p‘ﬁ))<ﬂ (“f"ﬁ))
(44) AN,n,c(p) — =0 k=0 =0 1=0
n—c—1
f — 1-—
ur <p< N ,
0 fr 1ol
\ ur N <p

Fiir die auf den folgenden Seiten dargestellten Annahme—Kennlinien wurde die zugehori-
ge Annahme-Wahrscheinlichkeit Ay ,, . gemaB (4.4) berechnet. Weiterhin wurde entspre-
chend der zu Beginn von Kapitel 3 nadher erlauterten Beschrankung auf Solarmodul-
Lieferungen kleineren Umfangs fiir die folgenden Darstellungen jeweils N = 200 gewahlt.
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Graphische Darstellung der Annahme-Kennlinien
fur ausgewdhlte Stichprobenumfédnge n
N = 200, AQL = 3%, Produzentenrisiko = 5%
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Abschlieflend zu Kapitel 3 wurde bereits festgehalten, dass sich fiir die Situation ohne
Flasher—Daten und ohne Normalverteilungsannahme zu den meisten praxisrelevanten
Parameterkonstellationen sehr hohe Stichprobenumfange ergeben.

Bei der in diesem Kapitel betrachteten (umgekehrten) Fragestellung muss man daher
erwarten, dass bei Vorgabe relativ geringer Stichprobenumfange und bei Vorgabe iiblicher
Annahmegrenzen und Produzentenrisiken zugehorige Konsumentenrisiken in diesem Fall
entsprechend hoch ausfallen. Diese Erwartung wird durch die auf den drei vorangehenden
Seiten dargestellten Annahme—Kennlinien mehr als bestatigt.

Wie man bespielsweise anhand der ersten Graphik ablesen kann, ergeben sich fiir das
Produzentenrisiko 1 — o« = 5%, die Annahmegrenze (AQL) p, = 0.01 und die beispiel-
haft gewéhlte Ablehngrenze (RQL) pg = 0.05 Konsumentenrisiken § > 0.9 fiir n = 10,
£ > 0.7 fiir n =20 und § > 0.5 fiir n = 30. Selbst fiir den groften dieser drei vorgege-
benen Stichprobenumfange n = 30 liegt damit die Wahrscheinlichkeit fiir die falschliche
Akzeptanz der Solarmodul-Lieferung mit iiber 50% weit {iber einem sinnvollen Wert.

Der Vergleich der einzelnen Graphiken zeigt, dass die Annahme—Wahrscheinlichkeiten
fiir ein gewahltes p noch hoher ausfallen, wenn die Annahmegrenze bei ansonsten un-
verdnderten Parametern grofier gewahlt wird. So erhélt man beispielsweise fiir p, = 3%
und 1 — a = 10% selbst fiir den gréfiten gewahlten Stichprobenumfang n = 30 und die
(relativ grofl) gewahlte Ablehngrenze ps = 0.1 das (viel zu hohe) Konsumentenrisiko
0~ 04.

Wie bereits auf Seite 59 bemerkt wurde, zeigen die Graphiken dariiber hinaus, dass
in den meisten dargestellten Féallen die betreffende Annahme-Kennlinie oberhalb des
Punktes (p,,«) verlauft. Die Wahrscheinlichkeit, mit der Lieferungen félschlicherweise
beanstandet werden, liegt somit in diesen F'dllen jeweils unterhalb des zuldssigen — gege-
benenfalls vertraglich vereinbarten — Produzentenrisikos 1 — «. Dieses Verhalten, welches
durch die Diskretheit der zugrundeliegenden hypergeometrischen Verteilung verursacht
wird, tragt zusatzlich dazu bei, dass sich in dieser Situation (unnédtig) hohe Stichproben-
umfange ergeben. Hierdurch ergibt sich ein weiterer Nachteil gegeniiber den {ibrigen drei
Szenarien.
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4.2 Annahme-Kennlinien fiir die Situation
ohne Flasher—Daten mit Normalverteilungsannahme

Fiir die in diesem Abschnitt betrachtete Situation ohne Flasher-Daten mit Normalvertei-
lungsannahme ist die Annahme-Wahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit vom Priifplan (n, ¢)
gemaf (15) in [8] gegeben durch:

(4.5) Ane(p) = 1= F_15p(c) fir pel0,1] mit

(4.6) S(p) == —® Yp)v/n fir pel0,1].

Hierbei bezeichnen p € [0, 1] die Ablehn—Wahrscheinlichkeit fiir ein einzelnes Solarmodul
(gemaB [8],(13)), F,—1,5(») die Verteilungsfunktion der nichtzentralen {—Verteilung mit
Freiheitsgrad n — 1 und Nichtzentralitdtsparameter §(p) sowie ® die Verteilungsfunktion
der Standard—Normalverteilung.

Gemaf der allgemeinen Erlauterungen zu Beginn dieses Kapitels sollen die Entschei-
dungsregel und der zugehorige Priifplan (n,¢) so festgelegt werden, dass die Annahme—
Wahrscheinlichkeit fiir die Solarmodul-Lieferung zu vorgegebener (klein gewahlter) An-
nahmegrenze p, € (0,1) und (grof gewdhltem) zugehdrigen Konfidenzlevel a € (0,1)
folgende Bedingung erfiillt:*

(4'7) An,c(pa) > .

Fiir jeden Ausschussanteil p > p,, der einer schlechten Qualitat der Solarmodule ent-
spricht, sollte die Wahrscheinlichkeit A, .(p), mit der die Modul-Lieferung (trotz schlech-
ter Qualtitdat) vom Betreiber akzeptiert wird, mdoglichst gering ausfallen. In der vorlie-
genden Situation ist die in diesem Sinne optimale Testschranke ¢ zu gewahltem Stich-
probenumfang n dann gegeben durch:

(4.8) c=F1 pn1—a),

n—1,0
also durch das (1 — «)-Quantil der nichtzentralen t—Verteilung mit Freiheitsgrad n — 1
und Nichtzentralitdtsparameter §(p,).

Zur Herleitung sei bemerkt, dass fiir jedes ¢; > ¢ aufgrund der strengen Monotonie von
anl,é(pa) gl]-t

An,cl (pa)
Somit ist die geforderte Bedingung (4.7) fiir kein ¢; > ¢ erfiillt.

(4.5) (4.8)

1= Foipa)(c1) < 1= Fui5p.)(0) 1-(1-a) =a.

Andererseits gilt wiederum aufgrund der strengen Monotonie der Verteilungsfunktion
Fo_15(p fiir jedes p € (0, 1) sowie jedes ¢, < c:
(4.5) (4.5)
Ane(p) = 1= Fa15p)(c2) > 1= Foo15p)(c) = Auelp) -
Somit ergibt sich fiir jedes p € (0,1) (insbesondere fiir die Parameter p, die schlechte
Qualitat reprasentieren) bei Wahl einer Testschranke ¢, < ¢ gegeniiber ¢ jeweils eine
hohere Annahmewahrscheinlichkeit fiir die Solarmodul-Lieferung.

40Vgl. Bedingung (A) in [8], S. 12.
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Graphische Darstellung der Annahme-Kennlinien
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Graphische Darstellung der Annahme-Kennlinien
flr ausgewahlte Stichprobenumfénge n
AQL = 3% , Produzentenrisiko = 5%
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Anhand der auf den Seiten 65 — 67 dargestellten Graphiken kann man erkennen, dass sich
fiir die hier behandelte Situation ohne Flasher—-Daten mit Normalverteilungsannahme
gegeniiber Abschnitt 4.1 insgesamt deutlich geringere Annahme—Wahrscheinlichkeiten
ergeben — insbesondere fiir Parameter p, die schlechte Qualitat der betreffenden Solar-
modul-Lieferung reprasentieren.

Beispielsweise erhilt man fiir das Produzentenrisiko 1 — o = 5%, die Annahmegrenze
(AQL) p, = 0.01 und die beispielhaft gewdhlte Ablehngrenze (RQL) ps = 0.05 die
Konsumentenrisiken § ~ 0.61 zu n = 10, § ~ 0.42 zu n = 20 und § ~ 0.28 zu n = 30.
Lasst man statt 1 — a = 5% das Produzentenrisiko 1 — o = 10% zu, ergeben sich fiir
Po = 0.01 und pg = 0.05 die Konsumentenrisiken 3 ~ 0.49 zu n = 10, f ~ 0.30 zu n = 20
und § ~ 0.19 zu n = 30.

Diese angegebenen Werte zeigen beispielhaft, welche Konsequenzen sich allgemein aus
den innerhalb dieses Abschnitts dargestellten Annahme—Kennlinien ergeben:

(i) Fiir sehr klein gewdhlte Stichprobenumfinge ergeben sich zu ansonsten praxis-
relevant gewahlten Parametern Konsumentenrisiken in Groflenordnungen, die eine
Anwendung des betreffenden Priifplans nicht sinnvoll erscheinen lassen.

(ii) Eine moderate Erhdhung des Stichprobenumfangs (hier: von n = 10 auf n = 30)
fiihrt bei ansonsten unverandert gewahlten Parametern jeweils zu einer erheblichen
Reduktion des Konsumentenrisikos.

(iii) Setzt man dariiber hinaus durch ein etwas hoher gewé&hltes Produzentenrisiko
die Qualitatsanspriiche geringfiigig herab, liegen zugehorige Konsumentenrisiken
bereits in einem sinnvollen Bereich (hier 5~ 0.19 fiir n = 30 und 1 — a = 10%).

Fir die Erhéhung der Annnahmegrenze bei ansonsten unverdnderten gewéhlten Para-
metern zeigen die dargestellten Annahme—Kennlinien ein analoges Verhalten zu denen
aus Abschnitt 4.1, wobei allerdings hier die Wahrscheinlichkeiten und damit die Konsu-
mentenrisiken deutlich geringer ausfallen.

Diese , Verschlechterung” lasst sich haufig dadurch kompensieren, dass man passend
zu der grofler gewahlten Annahmegrenze auch die Ablehngrenze entsprechend gréfler
wahlt.*? So erhilt man beispielsweise zu p, = 0.03 und ps = 0.1 sowie 1 — a = 10% mit
[ ~ 0.18 ebenfalls ein Konsumentenrisiko, das noch innerhalb eines akzeptablen Bereichs
liegt.

*1Man verschiebt hiermit den gesamten Parameterbereich innerhalb des Intervalls [p,, ps] nach rechts.
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4.3 Annahme-Kennlinien fiir die Situation
mit Flasher—Daten mit Normalverteilungsannahme

Im Unterschied zu vorhin werden in diesem und dem folgenden Abschnitt die Situationen
betrachtet, in denen der Betreiber der Solarmodul-Anlage zusatzliche Informationen in
Form einer Flasher—Liste erhdlt. In diesem Abschnitt wird ebenso wie im vorherigen
vorausgesetzt, dass den Solarmodul-Leistungen eine Normalverteilung zugrunde liegt.

Gema#B [8],(26) ist in dieser Situation die Annahme-Wahrscheinlichkeit in Abhangigkeit
vom Priifplan (n,c) gegeben durch:

(4.9) Apclp) = 1—-@(@ ' (p)vn+c) fir pel0,1].

Hierbei bezeichnen p € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Solarmodul nicht
den Qualitdtsanspriichen geniigt (gemé&B [8],(23)), und ® die Verteilungsfunktion der
Standard—-Normalverteilung.

Wiederum sollen die Entscheidungsregel und der zugehdrige Priifplan (n, ¢) so festgelegt
werden, dass die Annahme-Wahrscheinlichkeit fiir die Solarmodul-Lieferung zu vorge-
gebener (klein gewdhlter) Annahmegrenze p, € (0,1) und (grofl gewédhltem) zugehdrigen
Konfidenzlevel a € (0, 1) folgende Bedingung erfiillt:

(4.10) Anc(pa) > o .

Fiir jeden Ausschussanteil p > p,, der einer schlechten Qualitat der Solarmodule ent-
spricht, sollte die Wahrscheinlichkeit A,, .(p), mit der die Modul-Lieferung (trotz schlech-
ter Qualtitdt) vom Betreiber akzeptiert wird, mdoglichst gering ausfallen. In der vorlie-
genden Situation ist die in diesem Sinne optimale Testschranke ¢ zu gewahltem Stich-
probenumfang n dann gegeben durch:

(4.11) c=d"'1—-a)—d (p.)vn .
Hierbei bezeichnen &~ !(1 — ) bzw. ®7'(p,) das (1 — a)—-Quantil bzw. das p,—Quantil

der Standard—Normalverteilung.

Zur Begriindung stellen wir zunachst fest, dass gemafl der Festlegung von c gilt:
(4'12) An,C(poc> - (I)<(I)_1(poc) \/E + C)
(4.11)

='1- (I)((I)il(pa) Vi + (I)71<1 —a) - (I)il(pa) \/ﬁ)
= 1-9(@'(1-q) = .

(4.9)

Analog zur Herleitung im vorherigen Abschnitt erhalt man dann fiir jedes ¢; > ¢ aufgrund
der strengen Monotonie von &:

(4.9) _
-An,cl (pa) = 1- (I)((I) 1<pa) \/ﬁ + Cl)
4.12)

< 1=0(® ' (pa) Vn+c) D Anepa) Y

Somit ist die geforderte Bedingung (4.10) fiir kein ¢; > c erfiillt.
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Andererseits gilt wiederum aufgrund der strengen Monotonie der Verteilungsfunktion &
fiir jedes p € (0, 1) sowie jedes ¢, < c:

(4.9)

Aves@) 1@ ) Vit ) > 1-0(@ ) vt " A .

Somit ergibt sich fiir jedes p € (0,1) (insbesondere fiir die Parameter p, die schlechte
Qualitat reprasentieren) bei Wahl einer Testschranke ¢y < ¢ gegeniiber ¢ jeweils eine
hohere Annahmewahrscheinlichkeit fiir die Solarmodul-Lieferung.
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Graphische Darstellung der Annahme-Kennlinien
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AQL = 3% , Produzentenrisiko = 5%
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Anhand der Graphiken auf den Seiten 71 — 73 kann man — im direkten Vergleich mit
den Annahme—-Kennlinien aus dem vorherigen Abschnitt — sehr gut erkennen, in welch
hohem Mafe sich die zusatzliche Information aus den Flasher—Daten positiv auf die Giite
der verwendeten Entscheidungsregel auswirkt.

In der hier behandelten Situation erhidlt man fiir das Produzentenrisiko 1 — a = 5%,
die Annahmegrenze (AQL) p, = 0.01 und die (ebenso wie im vorherigen Abschnitt)
beispielhaft gewahlte Ablehngrenze (RQL) ps = 0.05 die Konsumentenrisiken § ~ 0.30
zun = 10, 8 ~ 0.08 zu n = 20 und S =~ 0.02 zu n = 30. Lasst man auch hier statt
1 — a = 5% das Produzentenrisiko 1 — o = 10% zu, ergeben sich fiir p, = 0.01 und
pp = 0.05 die Konsumentenrisiken # ~ 0.19 zu n = 10, 8 ~ 0.04 zu n = 20 und 3 ~ 0.007
zu n = 30.

Im Unterschied zur Situation ohne Flasher—Daten liegen hier selbst fiir die sehr geringen
Stichprobenumfange n = 20 fiir 1 — a = 5% bzw. n = 10 fiir 1 — o = 10% die zugehdri-
gen Konsumentenrisiken mit Werten von 0.08 bzw. 0.19 in Bereichen, die eine sinnvolle
Anwendung der betreffenden Entscheidungsregel gestatten.

Analog zur Situation ohne Flasher-Daten lassen sich auch hier aus den dargestellten
Annahme—Kennlinien allgemein die folgenden beiden Konsequenzen ableiten, wobei al-
lerdings hier die Unterschiede aufgrund der zusatzlichen Information durch die Flasher—
Daten nicht so gravierend wie im vorherigen Abschnitt ausfallen:

(i) Eine moderate Erhéhung des Stichprobenumfangs (hier: von n = 10 auf n = 20)
fiihrt bei ansonsten unverandert gewahlten Parametern jeweils zu einer erheblichen
Reduktion des Konsumentenrisikos.

(i) Durch ein etwas hoéher gewéhltes Produzentenrisiko (hier: 1 — o = 10% statt
1 —a =5%) konnen die zugehdrige Konsumentenrisiken nochmals deutlich redu-
ziert werden.

Fiir die Erhéhung der Annnahmegrenze bei ansonsten unveranderten gewahlten Parame-
tern zeigen die dargestellten Annahme—Kennlinien ein analoges Verhalten zu denen der
vorherigen beiden Abschnitte, allerdings mit Annahme-Wahrscheinlichkeiten und damit
Konsumentenrisiken, die gegeniiber denen aus Abschnitt 4.2 nochmals deutlich geringer
ausfallen.

Wie bereits auf Seite 68 bemerkt, lasst sich diese ,, Verschlechterung® auch hier dadurch
kompensieren, dass man passend zu der grofler gewahlten Annahmegrenze auch die
Ablehngrenze entsprechend grofier wahlt. So erhalt man beispielsweise zu p, = 0.03 und
pg = 0.1 selbst fiir n = 20 mit § ~ 0.15 fiir 1 — a = 5% bzw. § ~ 0.08 fir 1 — a = 10%
ausreichend niedrige Konsumentenrisiken.
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4.4 Annahme-Kennlinien fiir die Situation
mit Flasher—Daten ohne Normalverteilungsannahme

Wie in [8], Abschnitt 5 bereits erwdhnt wurde, ldsst die exakte Darstellung der An-
nahme—Wahrscheinlichkeit fiir die hier betrachtete Situation (gemé&8 [8],(33)) analytische
Betrachtungen kaum zu. Deshalb wurde in [8] ein approximativer Zugang gewahlt, der
durch den Zentralen Grenzwertsatz gerechtfertigt wird. Mittels dieses Ansatzes ergibt
sich die folgende (approximative) Darstellung fiir die Annahme-Wahrscheinlichkeit zu
einem gegebenen Priifplan (n,c) (vgl. [8],(36)):

(4.13) Ape(p) = 1= ®(GHp)Vn+c) fiir pel0,1].

Hierbei bezeichnen wiederum p € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Solarmodul
nicht den Qualitdtsanspriichen geniigt (gemasB [8],(32) in dieser Situation), ¢ die Vertei-
lungsfunktion der Standard—Normalverteilung und G die (unbekannte) Verteilungsfunk-
tion der standardisierten Groflen

X, = PZ/_—?IN ,1=1,...,N,
7 S}V
samtlicher, in der Flasher-Liste angegebenen Solarmodul-Leistungen P, ..., P\. Weiter
bezeichnen hierbei
— 1 & 1 al —7 \2
Py= L3P wmd Sy = || S (T
i=1 =1

Mittelwert bzw. Stichproben-Standardabweichung samtlicher Solarmodul-Leistungen
P, ..., P}.

Bei der hier verwendeten Approximation ist zu beachten, dass sich nur fiir hinreichend
grofle Stichprobenumfinge n Naherungswerte mit ausreichender Genauigkeit ergeben.
Diese Bedingung steht in gewissem Gegensatz zu der diesem gesamten Kapitel zugrund-
liegenden Betrachtungsweise, die statistische Relevanz der betreffenden Entscheidungs-
regeln fiir geringe Stichprobenumfange zu untersuchen. Der Vollstédndigkeit halber wer-
den jedoch auch fiir die in diesem Abschnitt betrachtete Situation mit Flasher-Daten
ohne Normalverteilungsannahme graphische Darstellungen der zugehdrigen Annahme—
Kennlinien angegeben, allerdings fiir etwas groflere Stichprobenumfénge als in den vor-
herigen Abschnitten, um ausreichende Genauigkeit in der Darstellung (4.13) zu gewé&hr-
leisten.

Da die Verteilungsfunktion, wie bereits oben erwahnt, unbekannt ist, kénnen die gesuch-
ten Annahme—Kennlinien mittels der Darstellung (4.13) noch nicht bestimmt werden.
In [8], Abschnitt 5 wurde hierzu vorgeschlagen, die unbekannte Verteilungsfunktion G
durch die empirische Verteilungsfunktion GG der standardisierten Modul-Leistungen
X1,..., X} zu schatzen. Diese Funktion Gy ist definiert durch

| XN
:NZ ooz] ’ fir z€eR.
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Wenn der Umfang N der Solarmodul-Charge hinreichend grofl im Vergleich zum Stich-
probenumfang n ist, liefert Gy eine sehr gute Approximation der Funktion G.*2

Mittels dieser zweiten Approximation erhdlt man aus (4.13) die folgende (ndherungsweise
giiltige) Darstellung fiir die Annahme—Wahrscheinlichkeit:

(4.14) Ane(p) = 1 - ®(Gy(p)Vn+c) fir pelo,1].

Ausgehend von der Darstellung (4.14) erfolgt nun die Festlegung des Priifplans (n, c¢) zu
vorgegebenem Stichprobenumfang n wiederum analog zur Vorgehensweise in den beiden
vorherigen Abschnitten. Auch hier soll die Entscheidungsregel so festgelegt werden, dass
die Annahme-Wahrscheinlichkeit fiir die Solarmodul-Lieferung zu vorgegebener (klein
gewéhlter) Annahmegrenze p, € (0,1) und (gro8 gewédhltem) zugehorigen Konfidenzlevel
a € (0,1) folgende Bedingung erfiillt:

(4.15) Anc(Pa) > o .

Fir jeden Ausschussanteil p > p,, der einer schlechten Qualitat der Solarmodule ent-
spricht, sollte die Wahrscheinlichkeit A4, .(p), mit der die Modul-Lieferung (trotz schlech-
ter Qualtitdt) vom Betreiber akzeptiert wird, mdglichst gering ausfallen. In der vorlie-
genden Situation ist die in diesem Sinne optimale Testschranke ¢ zu gewahltem Stich-
probenumfang n dann gegeben durch:

(4.16) c=011—-a)—Gy(p.) v .

Hierbei bezeichnen ®~'(1 — a) das (1 — o)-Quantil der Standard—Normalverteilung und
G (po) das empirische p,—Quantil bzgl. X/, ..., X}.

Zur Begriindung stellen wir zun&chst fest, dass gemfl der Festlegung von ¢ (ndherungs-
weise) gilt:

(4.14)

(4'17) An,c(poz) 1- (I)(G]_\f1 (pa) \/ﬁ + C)
(4.16)

=71 - 0(Gy' (o) VR + @71 (1 — ) — Gyl (pa) V1)
= 1-0(@'(1-a)) = a.
Analog zur Herleitung im vorherigen Abschnitt erhdlt man dann (n&herungsweise) fiir

jedes ¢; > ¢ aufgrund der strengen Monotonie von ®:

(4.14)

Aner (Pa) =" 1= (G (pa) Vi + 1)

(4.14) (4.17)

< 1-0(Gy'(pa)vVn+c) =" Apelpa) =

Somit ist die geforderte Bedingung (4.15) fiir kein ¢; > c erfiillt.

12vg], 8], S. 22.
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Andererseits gilt wiederum aufgrund der strengen Monotonie der Verteilungsfunktion &
fiir jedes p € (0, 1) sowie jedes ¢ < ¢ (n&herungsweise):

(4.14)

Ap e, (D) 1-®(Gy () Vit e) > 1-0(Gyp) vi+e) 2 Al .

Somit ergibt sich fiir jedes p € (0,1) (insbesondere fiir die Parameter p, die schlechte
Qualitat reprasentieren) bei Wahl einer Testschranke ¢y < ¢ gegeniiber ¢ jeweils eine
hohere Annahmewahrscheinlichkeit fiir die Solarmodul-Lieferung.

In den Szenarien, die in den vorherigen drei Abschnitten betrachtet wurden, konnte
die Annahme—Wahrscheinlichkeit jeweils ausschliefllich auf Basis des gewahlten Stich-
probenumfangs n und der vorgegebenen Parameter p, und a bestimmt werden. Gemaf
Darstellung (4.14) werden in der hier behandelten Situation zus&tzlich die empirische
Verteilungsfunktion Gy der standardisierten Modul-Leistungen X7i,..., X} und somit
Flasher—Daten benstigt.

Hierzu wurden zwel Datensatze simuliert, die einerseits hinsichtlich ihrer Kenngréfien
passend zu bestimmten Solarmodul-Typen konstruiert wurden, andererseits aber die
in diesem Abschnitt betrachtete Situation ohne zugrundeliegende Normalverteilung re-
prasentieren sollen. Damit die Approximation (4.14) fiir die jeweils berechneten An-
nahme—Wahrscheinlichkeiten mit ausreichender Genauigkeit erfiillt ist, wurde fiir diese
beiden simulierten Flasher—Datensdtze jeweils der Umfang N = 500 gewahlt.

Fiir den ersten simulierten Datensatz gamma_500.dat wurden 500 Pseudo—Zufallszahlen
zur Gamma—Verteilung I'(1,4) erzeugt, die anschlieBend jeweils um 151 vergrofert wur-
den. Diese ,verschobene“ Gamma—Verteilung entspricht hinsichtlich Erwartungswert
4/1 4 151 = 155 und Standardabweichung /4/12 = 2 dem Modul I-155, weist allerdings
gegeniiber der Normalverteilung mit gleichen Kenngroflen eine deutliche Rechtsschiefe
auf.

Fiir den zweiten simulierten Datensatz norm_mix_500.dat wurden jeweils 250 Pseudo—
Zufallszahlen zu den beiden Normalverteilungen N (212, 36) und N (228, 36) erzeugt. Diese
Mischungs—Verteilung entspricht hinsichtlich Erwartungswert 0.5 - (212 + 228) = 220
und Standardabweichung /36 + 0.5 - (212 — 220)2 + 0.5 - (228 — 220)2 = 10 dem Modul
P220, unterscheidet sich jedoch in der Steilheit erheblich von der Normalverteilung mit

gleichen Kenngrofien.

Die auf der folgenden Seite dargestellten Graphiken zeigen die jeweiligen Abweichungen
der beiden den simulierten Datensatzen zugrundeliegenden Verteilungen von der jeweils
zugehorigen Normalverteilung mit gleich gewahlten Kenngrofien sehr deutlich.
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Graphische Darstellung der Dichten
Verschobene Gamma-Verteilung und Normalverteilung
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Geméf der hier verwendeten Formel (4.14) fiir die Annahme—Wahrscheinlichkeit ergibt
sich ein weiterer, grundlegender Unterschied zu den in den vorherigen beiden Abschnit-
ten dargestellten Annahme—Kennlinien. Da der Wertebereich von G (aufgrund der
Definition) auf die (simulierten) Flasher-Leistungen begrenzt wird, ergibt sich hier fiir
A, . in Abhéngigkeit von p € [0, 1] anstelle einer glatten Funktion eine monoton fallende
Treppenfunktion.
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Graphische Darstellung der Annahme-Kennlinien
fur ausgewéhlite Stichprobenumfange n
Flasher-Daten: gamma_500.dat
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Graphische Darstellung der Annahme-Kennlinien
fur ausgewéhlite Stichprobenumfange n
Flasher-Daten: norm_mix_500.dat
AQL = 2%, Produzentenrisiko = 5%
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Graphische Darstellung der Annahme-Kennlinien
fur ausgewéhlite Stichprobenumfange n
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Vor einer Interpretation der in diesem Abschnitt dargestellten Kennlinien muss zunachst
eine Bemerkung zur Bewertung ihrer Aussagekraft erfolgen. Wie eingangs dieses Ab-
schnitts erlautert, wurde die Berechnungsformel fiir die Annahme—Wahrscheinlichkeit
auf Basis zweler Approximationen entwickelt. Insofern geben die auf den Seiten 80— 85
dargestellten Kennlinien nur ndherungsweise den Verlauf der wahren Annahme-Wahr-
scheinlichkeiten als Funktionen des Parameters p wieder.

Die Giite der ersten dieser beiden Approximationen, fiir die der zentrale Grenzwertsatz
verwendet wurde, héngt (u.a.) maBgeblich von der den Daten zugrundeliegenden Vertei-
lung ab. Um diese Abhéngigkeit zu verdeutlichen, wurden die Annahme—Kennlinien zu
zwel verschiedenen simulierten Flasher—Datensatzen erzeugt und dargestellt. Die beiden
diesen Simulationen zugrundeliegenden Verteilungen wurden hierbei so gewdhlt, dass sie
in unterschiedlicher Weise von der jeweils ,,zugehérigen® Normalverteilung abweichen.*®

Auch bei sorgfaltiger Auswahl der zugrungeliegenden Verteilungen konnen zwei Beispiel-
Datensatze natiirlich nicht reprasentativ fiir das gesamte Spektrum maoglicher Alternativ—
Verteilungen simuliert werden. Fiir andere Flasher—Datensadtze kénnen sich deshalb — je
nach Abweichung von der entsprechenden Normalverteilung — giinstigere Verlaufe der
Annahme—Kennlinien im Sinne geringerer Konsumentenrisiken oder aber auch Verldaufe
mit (noch) héheren Annahme-Wahrscheinlichkeiten ergeben.

Anhand der Darstellungen auf den Seiten 80-85 kann man die in dieser Situation vor-
liegende starke Abhangigkeit der Annahme—Wahrscheinlichkeit von den zur Berechnung
verwendeten Flasher—Datensatzen sehr deutlich erkennen.

Fiir den ersten simulierten Datensatz gamma_500.dat erhalt man fiir das Produzenten-
risiko 1 — o = 5%, die Annahmegrenze (AQL) p, = 0.01 und die beispielhaft gew&hlte
Ablehngrenze (RQL) pg = 0.05 die Konsumentenrisiken 5 ~ 0.50 zu n = 30, § ~ 0.31
zu n = 50 und § ~ 0.08 zu n = 100. Lasst man statt 1 — a = 5% das Produzentenrisiko
1 — a = 10% zu, ergeben sich fiir p, = 0.01 und psz = 0.05 die Konsumentenrisiken
8~ 0.35zun=30,0~0.20 zun =50 und § ~ 0.04 zu n = 100.

Fiir den kleinsten hier betrachteten Stichprobenumfang n = 30 liegen somit die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die falschliche Akzeptanz der Solarmodul-Lieferung jeweils weit iiber
einem sinnvollen Wert. Zum Produzentenrisiko 1 — o = 5% ergibt sich sogar nur fiir den
grofiten hier betrachteten Stichprobenumfang n = 100 ein akzeptables Konsumentenri-
siko zur Ablehngrenze pg = 0.05.**

43Nahere Erlauterungen zur Simulation dieser beiden Datensétze sind auf den Seiten 77 bzw. 94 ange-
geben.

44Im Vergleich mit den Ergebnissen zu den iibrigen drei Szenarien ist zu beachten, dass innerhalb dieses
Abschnitts mit n € {30,50,100} gréfere Stichprobenumfénge als in den vorherigen drei Abschnitten
vorgegeben wurden, um eine ausreichende Genauigkeit der Approximation in (4.13) zu gewahrleisten.
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Fiir den zweiten simulierten Datensatz norm_mix_500.dat ergeben sich fiir das Produzen-
tenrisiko 1 —a = 5%, die Annahmegrenze (AQL) p, = 0.01 und die beispielhaft gewahlte
Ablehngrenze (RQL) ps = 0.05 die Konsumentenrisiken 5 ~ 0.22 zu n = 30, 8 =~ 0.07 zu
n = 50 und § ~ 0.003 zu n = 100. Lasst man auch hier statt 1 —a = 5% das Produzenten-
risiko 1 — a = 10% zu, erhalt man fiir p, = 0.01 und pg = 0.05 die Konsumentenrisiken
08 ~0.13zun =30, 6~0.03 zun=>50und =~ 0.0009 zu n = 100.

Im Unterschied zu den fiir den Datensatz gamma_500.dat angegebenen Zahlenwerten
ergeben sich hier fiir beide betrachteten Produzentenrisiken und samtliche vorgegebe-
nen Stichprobenumfange jeweils Wahrscheinlichkeiten fiir die falschliche Akzeptanz der
Solarmodul-Lieferung innerhalb sinnvoller Bereiche. Mit 3 ~ 7% bzw. § ~ 3% fallen die
Konsumentenrisiken zur Ablehngrenze ps = 0.05 selbst fiir den mittleren hier betrach-
teten Stichprobenumfang n = 50 schon sehr gering aus.

Ein Vergleich mit der in Abschnitt 4.3 betrachteten Situation, in der zusatzlich zur
Verfiigbarkeit iiber Flasher-Daten von normalverteilten Daten ausgegangen wird, zeigt,
wie stark sich diese zusatzliche Modellannahme auf die Annahme—Wahrscheinlichkeiten
auswirkt. Selbst fiir den zweiten simulierten Datensatz norm_mix_500.dat mit insgesamt
deutlich besseren Ergebnissen fallen die Annahme—Wahrscheinlichkeiten zum Stichpro-
benumfang n = 30 erheblich héher als die in Abschnitt berechneten 4.3 aus (bei ansonsten
gleichen Parametern).
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4.5 Zusammenfassende Bewertung der erreichbaren statistischen
Relevanz bei Vorgabe kleiner Stichprobenumfinge

Zu Beginn von Kapitel 3 wurde bereits festgestellt, dass die Situation ohne vorhandene
Flasherliste und ohne spezielle Verteilungsannahme fiir den Betreiber der Solarmodul-
Anlage die geringstmogliche Information bietet. Dementsprechend ergibt sich als Konse-
quenz der auf Seite 63 ausfiihrlich beschriebenen Auswertungen fiir diese Situation das
folgende Fazit:

Falls dem Betreiber der Solarmodul-Anlage keine Flasher—Daten
zur Verfiigung stehen und den Solarmodul-Leistungen keine
Normalverteilung zugrundeliegt, ist eine statistisch sinnvolle
Anwendung von Priifplanen mit geringen Stichprobenumfangen
nicht realisierbar.

Im Umkehrschluss bedeutet dies fiir den Betreiber der Solarmodul-Anlage, dass er in
dieser Situation (teilweise erheblich) hohere Stichprobenumféinge in Kauf nehmen muss,
um hierdurch die fehlende Information in Form einer Flasherliste bzw. die schwéacheren
Modellvoraussetzungen zu kompensieren.

Gemaf} der Ausfiihrungen auf Seite 68 ergibt sich eine deutlich Verbesserung im Sinne
geringerer Konsumentenrisiken, wenn den Solarmodul-Leistungen eine Normalverteilung
zugrundeliegt. Sofern jedoch dem Betreiber der Anlage (ebenso wie in der zuvor beschrie-
benen Situation) keine Flasher-Daten zur Verfiigung stehen, reicht diese Verbesserung
noch nicht aus, um auch bei sehr geringen Stichprobenumfangen eine statistisch sinnvolle
Anwendung der zugehorigen Priifplane zu gewahrleisten.

Wie anhand der angegebenen Zahlenbeispiele belegt wird, 1asst sich dies jedoch erreichen
durch eine moderate Erhchung des Stichprobenumfangs (bei entsprechend gewahltem
Produzentenrisiko). Allgemein kann man festhalten:

Insbesondere im Bereich geringer Stichprobenumfange fiihrt
bereits eine moderate Erhohung des Stichprobenumfangs zu
(teilweise erheblich) geringeren Konsumentenrisiken und damit
zu einer deutlich hoheren erreichbaren statistischen Relevanz.

Eine geringfligige Erhohung des Produzentenrisikos fiithrt — bei
ansonsten unverandert gewahlten Parametern — ebenfalls zu
geringeren Konsumentenrisiken und damit ebenfalls zu einer
hoheren erreichbaren statistischen Relevanz.
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Die auf den Seiten 71 — 73 dargestellten Annahme—Kennlinien und die hierzu beispiel-
haft herausgehobenen Zahlenwerte zeigen unter der Annahme einer den Solarmodul-
Leistungen zugrundeliegenden Normalverteilung, in welch starkem Mafle sich die zusatz-
liche Information aufgrund der Flasher—Daten positiv auf die Giite der verwendeten Ent-
scheidungsregeln auswirkt. Im Unterschied zur Situation ohne Flasher-Daten ergeben
sich auch fiir die hier vorgegebenen geringen Stichprobenumfinge Konsumentenrisiken
in sinnvollen Anwendungsbereichen, teilweise fallen diese sogar sehr gering aus. Somit
kann man als Konsequenz aus diesen Ergebnissen festhalten:

Falls den Solarmodul-Leistungen eine Normalverteilung zugrun-
deliegt und dem Betreiber der Solarmodul-Anlage zusatzlich
Flasher-Daten zur Verfiigung stehen, ist auch fiir sehr geringe
Stichprobenumfange eine statistisch sinnvolle Anwendung der
zugehorigen Priifplane moglich.

Die zuvor plakativ herausgestellten Aussagen basieren allesamt auf den statistischen Un-
tersuchungen der ersten vier Abschnitte dieses Kapitels, fiir die eine sinnvolle Auswahl
moglicher (geringer) Stichprobenumfénge sowie praxisrelevanter Produzentenrisiken ge-
troffen werden musste. Im Hinblick auf die praktische Umsetzung dieser allgemein for-
mulierten Aussagen ist deshalb zu beachten, dass ihre Giiltigkeit (in dieser Strenge)
auf Stichprobenumfinge im Bereich 10 — 30 sowie auf Produzentenrisiken im Bereich
5% — 10% begrenzt ist.

Auf Grundlage der letzten beiden herausgestellten Aussagen lassen sich fiir den Betreiber
der Solarmodul-Anlage die folgenden beiden Empfehlungen ableiten:

Der Betreiber der Solarmodul-Anlage sollte nach Moglichkeit stets darauf beste-
hen, dass ihm vom Lieferanten eine Liste mit Flasher—-Daten ausgehandigt wird,
da ihm diese zusatzliche Information die stichprobenartige Uberpriifung der Liefe-
rung in deutlich geringerem Umfang ermdglicht und damit fiir ihn (gegebenenfalls
erheblich) geringere Kosten verursacht.

Sofern die Bereitstellung von Flasher—Daten nicht moglich ist, sollte der Betrei-
ber der Solarmodul-Anlage versuchen, mit dem Lieferanten ein héheres Produ-
zentenrisiko (als urspriinglich vorgesehen) zu vereinbaren, weil diese Erhéhung ein
geringeres Konsumentenrisiko zur Folge hat oder aber eine Reduktion des Stich-
probenumfangs und damit auch geringere Kosten ermoglicht.

Damit der Betreiber der Solarmodul-Anlage die zusatzliche Information, die ihm durch
die Aushandigung einer Flaher—Liste zur Verfiigung gestellt wird, auch wirklich verwerten
kann, miissen diese Flasher—Daten natiirlich die wahren Leistungen der Solarmodule in
der Lieferung wiedergeben. Hierzu wurden in den ersten beiden Kapiteln dieses Berichts
verschiedene Verfahren, anhand derer die Verlasslichkeit der Flasher—Daten tiberpriift
werden kann, hergeleitet und ausfiihrlich erlautert.



Anhang 90

Anhang

Die zu den statistischen Tests und Konfidenzintervallen in den ersten beiden Kapiteln
angegebenen Beispiele wurden jeweils mit Hilfe simulierter Datensatze berechnet. Auch
fiir die Darstellungen der Annahme—Kennlinien zu Szenario 4 (mit Flasher-Daten ohne
Normalverteilungsannahme) in Abschnitt 4.4 wurde ein simulierter Datensatz verwendet.

Abschnitt A.1 dieses Anhangs enthalt ndhere Erlauterungen zu diesen Datensdtzen, die
hinsichtlich Erwartungswert und Standardabweichung so erzeugt wurden, dass sie be-
stimmten, haufig produzierten Solarmodulen entsprechen.

Zur Durchfithrung der zuvor beschriebenen statistischen Tests werden jeweils Quanti-
le bzw. kritische Werte bestimmter Wahrscheinlichkeitsverteilungen bendtigt. Auch die
Formeln zur Bestimmung der erforderlichen Stichprobenumfange in den Abschnitten 1.3
und 2.4 enthalten derartige Quantile.

Hierzu sind in Abschnitt A.2 dieses Anhangs Tabellen mit ausgewahlten Quantilen zur
Binomialverteilung und mit Quantilen zur (zentralen) {—Verteilung bzw. zur Standard-
Normalverteilung sowie eine Tabelle mit ausgewadhlten kritischen Werten zum Vorzei-
chen—Rangtest von Wilcoxon angegeben.
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A.1 Erlduterungen zu den simulierten Datenséitzen

norm_1000_20_FS.dat und norm_1000_20_LS.dat

Grundlage dieser beiden Datensatze bildet die Datei norm_1000.dat, die zur Si-
mulation der Angaben einer Flasherliste zu insgesamt 1000 Solarmodulen erzeugt
wurde.*® Diese Datei norm_1000.dat beinhaltet 1000 Pseudo—Zufallszahlen zur
Normalverteilung N(185,1). Die erzeugten Daten entsprechen hinsichtlich Erwar-
tungswert 1 = 185 und Standardabweichung o = 1 dem Modul 7185.

Zur Erzeugung der Datei norm_1000_20_FS.dat wurde aus diesen 1000 Pseudo-
Zufallszahlen eine Stichprobe vom Umfang n = 20 (ohne Zuriicklegen) gezogen.
Dies entspricht der Auswahl von 20 Modulen aus der gesamten Charge zur Uber-
priifung im Labor.

Die Eintrdge der Datei norm_1000_20_LS.dat, die die zugehorige Labor—Stich-
probe reprasentiert, wurden gebildet, indem jeweils eine Pseudo—Zufallszahl zur
Normalverteilung N (0, 1) zu jedem Eintrag der Datei norm_1000_-20_FS.dat hinzu
addiert wurde. Hierdurch werden Abweichungen zwischen Flasherlisten—Angaben
und Laborwerten aufgrund von Mess—Streuungen simuliert.

norm_2000_25_FS.dat und norm_2000_25_LS.dat

Grundlage dieser beiden Datensatze bildet eine Datei, die zur Simulation der An-
gaben einer Flasherliste zu insgesamt 2000 Solarmodulen erzeugt wurde. Diese
Datei beinhaltet 2000 Pseudo-Zufallszahlen zur Normalverteilung N (220, 16). Die
erzeugten Daten entsprechen hinsichtlich Erwartungswert p = 220 und Standard-
abweichung o = 4 dem Modul P220.

Zur Erzeugung der Datei norm_2000_25_FS.dat wurde aus diesen 2000 Pseudo-
Zufallszahlen eine Stichprobe vom Umfang n = 25 (ohne Zuriicklegen) gezogen.
Dies entspricht der Auswahl von 25 Modulen aus der gesamten Charge zur Uber-
priifung im Labor.

Die Eintrdage der Datei norm_2000_25_LS.dat, die die zugehorige Labor—Stich-
probe reprasentiert, wurden gebildet, indem jeweils eine Pseudo—Zufallszahl zur
Normalverteilung N(—2,16) zu jedem Eintrag der Datei norm_2000_25 _FS.dat
hinzu addiert wurde. Hierdurch werden einerseits Abweichungen zwischen Flasher-
listen—-Angaben und Laborwerten aufgrund von Mess—Streuungen simuliert. Zum
anderen wird durch die Verschiebung um p = —2 die Situation simuliert, dass
die im Labor gemessenen Leistungen gegeniiber den Angaben auf der Flasherliste
(etwas) niedriger ausfallen.

#5Dje Datei norm_1000.dat wurde bereits zur Uberpriifung des Programms APOS verwendet.
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gamma_1000_15_FS.dat und gamma 1000_15_LS.dat

Grundlage dieser beiden Datensatze bildet die Datei gamma_1000.dat, die zur Si-
mulation der Angaben einer Flasherliste zu insgesamt 1000 Solarmodulen erzeugt
wurde.® Diese Datei gamma_1000.dat beinhaltet 1000 Pseudo—Zufallszahlen zur
Gamma—Verteilung I'(0.25,40). Die erzeugten Daten entsprechen hinsichtlich Er-
wartungswert a/A = 40/0.25 = 160 dem Modul SE160b, die zugehdrige Verteilung
ist allerdings rechtsschief und besitzt mit /o /A2 = 1/40/0.25? ~ 25.3 eine héhere
Standardabweichung als der entsprechende Datensatz der Beispiel-Daten.

Zur Erzeugung der Datei gamma _1000_15_FS.dat wurde aus diesen 1000 Pseudo-
Zufallszahlen eine Stichprobe vom Umfang n = 15 (ohne Zuriicklegen) gezogen.
Dies entspricht der Auswahl von 15 Modulen aus der gesamten Charge zur Uber-
priifung im Labor.

Die Eintrage der Datei gamma_1000_15_LS.dat, die die zugehérige Labor—Stich-
probe reprasentiert, wurden gebildet, indem zu jedem Eintrag der Datei
gamma_1000_15_FS.dat jeweils eine Pseudo—Zufallszahl zur Normalverteilung
N(—10,100) hinzu addiert wurde. Hierdurch werden einerseits Abweichungen zwi-
schen Flasherlisten—-Angaben und Laborwerten aufgrund von Mess—Streuungen si-
muliert. Zum anderen wird durch die Verschiebung um p = —10 die Situation
simuliert, dass die im Labor gemessenen Leistungen gegeniiber den Angaben auf
der Flasherliste niedriger ausfallen.

gamma_1000_30_FS.dat und gamma _1000_30_LS.dat

Auch diese beiden Datensatze wurden auf Grundlage der zuvor beschriebenen Datei
gamma_1000.dat gebildet. Im Unterschied zu vorhin wurde der (hdhere) Stich-
probenumfang n = 30 gewahlt, um hiermit geeignete Beispieldaten fiir die Anwend-
barkeit der approximativen Varianten des Vorzeichen—Tests und des Vorzeichen—
Rangtests von Wilcoxon zur Verfiigung zu stellen.

Zur Erzeugung der Datei gamma 1000_30_FS.dat wurde aus gamma_1000.dat
eine Stichprobe vom Umfang n = 30 (ohne Zuriicklegen) gezogen. Dies entspricht
der Auswahl von 30 Modulen aus der gesamten Charge zur Uberpriifung im Labor.

Die Eintrage der Datei gamma 1000_30_LS.dat, die die zugehdrige Labor—Stich-
probe reprasentiert, wurden gebildet, indem zu jedem FEintrag der Datei
gamma_1000_30_FS.dat jeweils eine Pseudo—Zufallszahl zur Normalverteilung
N(—10,36) hinzu addiert wurde. Hierdurch werden einerseits Abweichungen zwi-
schen Flasherlisten—Angaben und Laborwerten aufgrund von Mess—Streuungen si-
muliert. Zum anderen wird durch die Verschiebung um p = —10 wiederum die
Situation simuliert, dass die im Labor gemessenen Leistungen gegeniiber den An-
gaben auf der Flasherliste niedriger ausfallen.

#6Dje Datei gamma_1000.dat wurde bereits zur Uberpriifung des Programms APOS verwendet.
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norm_mix_2000_12_FS.dat und norm_mix_2000_12_LS.dat

Grundlage dieser beiden Datensatze bildet die Datei norm_mix_2000.dat, die zur
Simulation der Angaben einer Flasherliste zu insgesamt 2000 Solarmodulen erzeugt
wurde.*” Diese Datei norm_mix_2000.dat beinhaltet 1000 Pseudo—Zufallszahlen
zur Normalverteilung /N (214,100) und 1000 Pseudo—Zufallszahlen zur Normalver-
teilung N (226, 100). Die erzeugten Daten entsprechen hinsichtlich (gemitteltem)
Erwartungswert p = 220 dem Modul P220, die zugehdrige Verteilung weist aller-
dings gegentiiber der Normalverteilung N (220,100) (aufgrund der Mischung) eine
geringere Steilheit auf und besitzt eine etwas hohere Standardabweichung als der
entsprechende Datensatz der Beispiel-Daten.

Zur Erzeugung der Datei norm _mix 2000_12_FS.dat wurde aus diesen 2000 Pseu-
do-Zufallszahlen eine Stichprobe vom Umfang n = 12 (ohne Zuriicklegen) gezogen.
Dies entspricht der Auswahl von 12 Modulen aus der gesamten Charge zur Uber-
priifung im Labor.

Die Eintrdge der Datei norm _mix 2000_12_LS.dat, die die zugehérige Labor—
Stichprobe reprasentiert, wurden gebildet, indem zu jedem Eintrag der Datei
norm _mix 2000_12_FS.dat jeweils eine Pseudo—Zufallszahl zur Normalverteilung
N(0,100) hinzu addiert wurde. Hierdurch werden Abweichungen zwischen Flasher-
listen—Angaben und Laborwerten aufgrund von Mess—Streuungen simuliert.

norm_mix_2000_25_FS.dat und norm_mix_2000_25_LS.dat

Auch diese beiden Datensdtze wurden auf Grundlage der zuvor beschriebenen
Datei norm_mix 2000.dat gebildet. Analog zur Vorgehensweise fiir die Pseudo—
Zufallszahlen aus der Gamma—Verteilung wurde auch hier der (hdhere) Stichpro-
benumfang n = 25 (gegeniiber n = 12 zuvor) gewahlt, um hiermit wiederum
geeignete Beispieldaten fiir die Anwendbarkeit der approximativen Varianten des
Vorzeichen—Tests und des Vorzeichen—Rangtests von Wilcoxon zur Verfiigung zu
stellen.

Zur Erzeugung der Datei norm_mix_2000_25_FS.dat wurde aus diesen 2000 Pseu-
do-Zufallszahlen eine Stichprobe vom Umfang n = 25 (ohne Zuriicklegen) gezogen.
Dies entspricht der Auswahl von 25 Modulen aus der gesamten Charge zur Uber-
priifung im Labor.

Die Eintrdge der Datei norm_mix 2000_25_LS.dat, die die zugehdrige Labor—
Stichprobe reprasentiert, wurden gebildet, indem zu jedem Eintrag der Datei
norm_mix_2000_25_FS.dat jeweils eine Pseudo—Zufallszahl zur Normalverteilung
N(—4,36) hinzu addiert wurde. Hierdurch werden einerseits Abweichungen zwi-
schen Flasherlisten—Angaben und Laborwerten aufgrund von Mess—Streuungen si-
muliert. Zum anderen wird durch die Verschiebung um ;1 = —4 die Situation si-
muliert, dass die im Labor gemessenen Leistungen gegeniiber den Angaben auf der
Flasherliste (etwas) niedriger ausfallen.

4"Die Datei norm_mix_2000.dat wurde bereits zur Uberpriifung des Programms APOS verwendet.
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gamma_500.dat

Mit diesem Datensatz, der zur Darstellung der Annahme—Kennlinien in Abschnitt
4.4 verwendet wird, werden die Leistungsangaben einer Flasherliste zu insgesamt
500 Solarmodulen simuliert. Hierzu wurden 500 Pseudo—Zufallszahlen zur Gamma-—
Verteilung I'(1,4) erzeugt, die anschliefend jeweils um 151 vergrofiert wurden.

Die zugeundeliegende , verschobene” Gamma—Verteilung entspricht hinsichtlich Er-
wartungswert 4/1 4+ 151 = 155 und Standardabweichung /4/12 = 2 dem Modul
[-155, weist allerdings gegeniiber der Normalverteilung mit gleichen Kenngréfien
eine deutliche Rechtsschiefe auf.

norm_mix_500.dat

Auch dieser Datensatz wird zur Darstellung der Annahme—Kennlinien in Abschnitt
4.4 verwendet und simuliert ebenfalls die Leistungsangaben einer Flasherliste zu
insgesamt 500 Solarmodulen. Hierzu wurden jeweils 250 Pseudo-Zufallszahlen zu
den beiden Normalverteilungen N (212,36) und N(228,36) erzeugt.

Hinsichtlich Erwartungswert 0.5 - (212 4 228) = 220 und Standardabweichung
V36 + 0.5 (212 — 220)2 + 0.5 - (228 — 220)2 = 10 entspricht diese Mischungs—Ver-
teilung dem Modul P220, unterscheidet sich jedoch von der Normalverteilung mit

gleichen Kenngroflen durch eine geringere Steilheit.

Die beiden auf Seite 78 dargestellten Graphiken zeigen die Abweichungen der den
beiden simulierten Datensatzen gamma 500.dat und norm_mix_500.dat zugrun-
deliegenden Verteilungen von der jeweils entsprechenden Normalverteilung mit
identisch gewahltem Erwartungswert und identisch gewahlter Standardabweichung.
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A.2 Quantil-Tabellen

Quantile zur Binomialverteilung fiir p = 0.5

Tabelliert sind ¢—Quantile b, , zur Binomialverteilung mit Parametern n und p = 0.5

fiir ausgewdhlte Stichprobenumfinge n € N und ausgewé&hlte g € (0, 1).

n\q 0.010 | 0.025 | 0.050 | 0.100 | 0.900 | 0.950 | 0.975 | 0.990
4 0 0 1 3 4 4 4
5 0 0 1 1 4 4 5 5
6 0 1 1 1 5 5 5 6
7 1 1 1 2 5 6 6 6
8 1 1 2 2 6 6 7 7
9 1 2 2 3 6 7 7 8

10 1 2 2 3 7 8 8 9
11 2 2 3 3 8 8 9 9
12 2 3 3 4 8 9 9 10
13 2 3 4 4 9 9 10 11
14 3 3 4 5 9 10 11 11
15 3 4 4 5 10 11 11 12
16 3 4 5 5 11 11 12 13
17 4 5 5 6 11 12 12 13
18 4 5 6 6 12 12 13 14
19 5 5 6 7 12 13 14 14
20 5 6 6 7 13 14 14 15
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Kritische Werte zum Vorzeichen—Rangtest von Wilcoxon

Tabelliert sind kritische Werte w, , des Vorzeichen—Rangtests von Wilcoxon fiir aus-
gewahlte Stichprobenumfinge n € N und ausgewéahlte ¢ € (0,1).%®

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 2.2 gilt fiir n € Nund ¢ € (0,1) unter Hy : Qo5 = 0:

P(T, < wng—1) < g < P(T, < wny) -

n\q 0.010 | 0.025 | 0.050 | 0.100 | 0.900 | 0.950 | 0.975 | 0.990
4 0 0 0 1 8 9 10 10
5 0 0 1 3 11 13 14 14
6 0 1 3 4 16 17 19 20
7 1 3 4 6 21 23 24 26
8 2 4 6 9 26 29 31 33
9 4 6 9 11 33 35 38 40

10 6 9 11 15 39 43 45 48
11 8 11 14 18 47 51 54 57
12 10 14 18 22 55 59 62 66
13 13 18 22 27 63 68 72 7
14 16 22 26 32 72 78 82 88
15 20 26 31 37 82 88 93 99
16 24 30 36 43 92 99 105 111
17 28 35 42 49 103 110 117 124
18 33 41 48 56 114 122 129 137
19 38 a7 54 63 126 135 142 151
20 44 53 61 70 139 148 156 165

“8Die angegebene Tabelle entspricht der in [3] auf S. 245.
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Quantile zur (zentralen) t—Verteilung
und zur Standard—Normalverteilung

Tabelliert sind ¢-Quantile ¢;, der (zentralen) ¢—Verteilung mit % Freiheitsgraden

fiir ausgewé&hlte Freiheitsgrade &£ € N und ausgewé&hlte ¢ € (0,1) sowie (in der letzten
Zeile) ¢—Quantile u, der Standard-Normalverteilung fiir die ausgewahlten ¢ € (0,1).

Bs gilt: ty, = —tr1-q und u, = —uy_, fir k € N und ¢ € (0,1).

| k\¢q ]0.600 | 0.700 | 0.800 | 0.900 | 0.950 | 0.975 | 0.990 | 0.995 | 0.999 |
1 ]0.325[0.727 [ 1.376 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 318.309
2 | 0289 | 0.617 | 1.061 | 1.886 | 2.920 | 4.303 | 6.965 | 9.925 | 22.327
3 10277 | 0.584 | 0.978 | 1.638 | 2.353 | 3.182 | 4.541 | 5.841 | 10.215
4 | 0271 | 0569 | 0.941 | 1.533 | 2.132 | 2.776 | 3.747 | 4.604 | 7.173
5 | 0.267 | 0.559 | 0.920 | 1.476 | 2.015 | 2.571 | 3.365 | 4.032 | ©5.893
6 | 0.265 | 0.553 | 0.906 | 1.440 | 1.943 | 2.447 | 3.143 | 3.707 [ 5.208
7 | 0.263 | 0.549 | 0.896 | 1.415 | 1.895 | 2.365 | 2.998 | 3.499 | 4.785
8 | 0.262 | 0.546 | 0.889 | 1.397 | 1.860 | 2.306 | 2.896 | 3.355 | 4.501
9 | 0.261 | 0.543 | 0.883 | 1.383 | 1.833 | 2.262 | 2.821 | 3.250 | 4.297
10 | 0.260 | 0.542 | 0.879 | 1.372 | 1.812 | 2.228 | 2.764 | 3.169 | 4.144
11 [ 0.260 | 0.540 | 0.876 | 1.363 | 1.796 | 2.201 | 2.718 | 3.106 | 4.025
12 | 0.259 | 0.539 | 0.873 | 1.356 | 1.782 | 2.179 | 2.681 | 3.055 | 3.930
13 | 0.259 | 0.538 | 0.870 | 1.350 | 1.771 | 2.160 | 2.650 | 3.012 | 3.852
14 | 0.258 | 0.537 | 0.868 | 1.345 | 1.761 | 2.145 | 2.624 | 2.977 | 3.787
15 | 0.258 | 0.536 | 0.866 | 1.341 | 1.753 | 2.131 | 2.602 | 2.947 | 3.733
16 [ 0.258 [ 0.535 [ 0.865 | 1.337 | 1.746 | 2.120 [ 2583 | 2.921 | 3.686
17 | 0.257 | 0.534 | 0.863 | 1.333 | 1.740 | 2.110 | 2.567 | 2.898 | 3.646
18 | 0.257 | 0.534 | 0.862 | 1.330 | 1.734 | 2.101 | 2.552 | 2.878 | 3.610
19 | 0.257 | 0.533 | 0.861 | 1.328 | 1.729 | 2.093 | 2539 | 2.861 | 3.579
20 | 0.257 | 0.533 | 0.860 | 1.325 | 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845 | 3.552
21 [0.257 [ 0.532 | 0.859 | 1.323 [ 1.721 | 2.080 | 2.518 | 2.831 | 3.527
22 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.321 | 1.717 | 2.074 | 2.508 | 2.819 | 3.505
23 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.319 | 1.714 | 2.069 | 2.500 | 2.807 | 3.485
24 | 0.256 | 0.531 | 0.857 | 1.318 | 1.711 | 2.064 | 2.492 | 2.797 | 3.467
25 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.316 | 1.708 | 2.060 | 2.485 | 2.787 | 3.450
26 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.315 | 1.706 | 2.056 | 2.479 | 2.779 | 3.435
27 | 0.256 | 0.531 | 0.855 | 1.314 | 1.703 | 2.052 | 2.473 | 2.771 | 3.421
28 | 0.256 | 0.530 | 0.855 | 1.313 | 1.701 | 2.048 | 2.467 | 2.763 | 3.408
29 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.311 | 1.699 | 2.045 | 2.462 | 2.756 | 3.396
30 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.310 | 1.697 | 2.042 | 2.457 | 2.750 | 3.385
40 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.303 | 1.684 | 2.021 | 2.423 | 2.704 | 3.307
50 | 0.255 | 0.528 | 0.849 | 1.299 | 1.676 | 2.009 | 2.403 | 2.678 | 3.261
60 | 0.254 | 0.527 | 0.848 | 1.296 | 1.671 | 2.000 | 2.390 | 2.660 | 3.232
70 | 0.254 | 0.527 | 0.847 | 1.294 | 1.667 | 1.994 | 2.381 | 2648 | 3.211
80 | 0.254 | 0.526 | 0.846 | 1.292 | 1.664 | 1.990 | 2.374 | 2.639 | 3.195
90 | 0.254 | 0.526 | 0.846 | 1.291 | 1.662 | 1.987 | 2.368 | 2.632 | 3.183
100 | 0.254 | 0.526 | 0.845 | 1.200 | 1.660 | 1.984 | 2.364 | 2.626 | 3.174
oo [0.253]0.524[ 08421282 [ 1.645 | 1.960 [ 2326 [ 2576 | 3.090
(uq)
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